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Одною изъ самыхъ важныхъ задачъ математической теоріи по-
строеиія геограФическихъ картъ является изысканіе изображеній дан­
ной страны, выгоднѣйшихъ въ томъ или другомъ «тношевіи. 

. Если изображаемая поверхность развертывается на плоскость, 
то возможна, очевидно, совершенная карта, сохраняющая полное по-
добіе конечныхъ Фигуръ, причемъ всѣ длины карты пропорціональны 
соотвѣтствующимъ длинамъ изображаемой поверхности. 

При изображена земной поверхности, которая не можетъ быть 
развернута на плоскость, приходится на всякой картѣ считаться съ 
искаженіемъ длинъ и ни для какой страны конечныхъ размѣровъ нельзя 
построить карту, масштабъ которой во всѣхъ точкахъ и повсѣмъ на-
правленіямъ былъ одинаковъ. 

Является важнымъ выбрать для данной страны изъ всѣхъ про-
екцій такую, которая, удовлетворяя извѣстнымъ основнымъ требова-
ніямъ, давала бы по возможности малое уклоненіе отъ постоянства 
масштаба. 

Уже съ давнихъ временъ получили преимущественное употребле-
ніе карты съ подобіемъ въ безконечно малыхъ частяхъ, ибо эти про­
екции сохраняютъ углы. Требованіе подобія безконечно малыхъ частей 
оставляет* много произвола, ибо Формулы, дающія проекціи, заключа-
ютъ произвольныя Фушодіи, а потому кромѣ этого основного требова-
нія можно поставить еще другія. Такъ напримѣръ, Лагранжъ поста­
вить требованіе, чтобы меридіаны и параллели изображались кругами, 
т. е. такими ланіями, которыя просто вычерчиваются. Это добавочное 
требованіе, ограничивая произвольный Фувкціи, оставляеть еще неко­
торый ироизводъ въ видѣ постоянныхъ параметровъ карты. 
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Во второмъ изъ мемуаровъ *) о картахъ Лагранжъ показы-
ваетъ, что постоянными произвольными можно распорядиться такъ, 
чтобы сдѣлать уклонение масштаба отъ постоянства для разныхъ то-
чекъ страны по возможности малымъ. Онъ показываетъ, что при 
всякомъ выборѣ постоянныхъ существуетъ въ его проещіяхъ нѣко-
торая точка, около которой масштабъ измѣняется мало. Эта точка со-
отвѣтствуетъ minimum'y масштаба. Лагранжъ предлагаетъ подби­
рать постоянный произвольный такъ, чтобы эта точка пришлась въ 
центрѣ изображаемой страны. 

Кромѣ картъ, сохраняющихъ подобіе въ безконечно малыхъ ча-
стяхъ, имѣютъ большое практическое значеніе карты, сохраняющія 
площади. 

Поставивъ себѣ задачу, аналогичную Лагранжевой, найти 
изъ этихъ картъ всѣ тѣ, у которыхъ меридіаны и параллели изобра­
жаются прямыми и кругами, я нашелъ одиннадцать видовъ проекцій 
и доказалъ, что эти проекціи единственно возможный. Рѣшенію этой 
задачи посвящена вторая глава настоящаго сочиненія. Въконцѣ книги 
прилагаются таблицы чертежей этихъ картъ, выполненный по Форму-
ламъ второй главы. 

Эти чертежи взяты изъ моей статьи, напечатанной въ Извѣстіяхъ 
Русскаго Астрономическаго общества **). 

Что касается выбора изъ найденныхъ проекцій выгоднѣйшихъ 
дли данной страны, то, не предрѣшая вопроса о практическомъ зна­
чена моихъ проекцій, по моему мнѣнію, выгоднѣйшими являются тѣ, 
у которыхъ меридіаны и параллели на картѣ взаимно ортогональны. 

Такимъ образомъ надо искать выгоднѣйшія проекціи этого рода 
изътѣхъ, которыя разсматривались уже Эйлеромъ и относительно ко­
торыхъ пр. А. Коркинымъ ***) замѣчено, что они единственный изъ 
сохраняющихъ площади при ортогональности меридіановъ и параллелей. 

Постановка общаго вопроса, рѣшеннаго мною, принадлежитъ 
также пр. Коркину. 

Обращаясь къ проекціямъ, еохраняющимъ подобіе въ безконечно 
малыхъ частяхъ является важнымъ изъ всѣхъ проекцій этого рода 
найти ту, которая даетъ для данной страны наименьшее уклоненіе мас­
штаба отъ постоянства. Этотъ вопросъ получаетъ выдающееся зна-

*) Lagrange. Sur la construction des cartes géographiques. Oeuwes complètes, 
page 637. 

**) Извѣстія Русскаго Астрономическаго общества. Выпускъ IV. 1895. 
***) A. Korkine. Sur les cartes géographiques. Math. Ann. BXXXI. S. 689. 
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ченіе, какъ теоретическое, такъ и практическое, въ виду замѣчатель-
ной теоремы, предложенной безъ доказательства Чебышевымъ еще 
въ 1853 г., доказательства которой пе было найдено до сихъ поръ. 

Эта теорема состоитъ въ слѣдующемъ: изъ всѣхъ изображеній 
данной страны съ сохраненіемъ іюдобія въ безконечно малыхъ частяхъ 
наименьшее уклоненіе отъ постоянства логариѳма масштаба внутри 
страны даетъ карта, масштабъ которой постоянный вдоль по контуру 
страны. 

Эта теорема представляетъ замѣчательное приложеніе къ урав-
неніямъ съ частными производными теоріи ФѴНКЦІЙ наименѣе уклоня­
ющихся отъ нуля. 

Эта теорія, получившая извѣстность послѣ работъ Чебышева, 
прилагалась еще Эйдеромъ*) къ нахожденію выгоднѣйшихъ про-
екцій. Интересное новое приложеніе представляетъ мемуаръ À. Мар­
кова **) о коническихъ проекціяхъ съ наименьшимъ уклоненіемъ 
масштаба между двумя параллелями. 

Лѣтомъ 1894 года мнѣ удалось найти простое доказательство 
теоремы Чебышева. Краткое резюме этого доказательства сообщено 
мною на конгрессѣ Французской ассодіаціи (Association française pour 
l'avancement des sciences), имѣвшемъ мѣсто въ городѣ Канѣ (Caen) въ 
августѣ 1894 г. и напечатано потомъ въ трудахъ конгресса. 

Явилось важнымъ провѣрить численнымъ нримѣромъ, насколько 
проекщи Чебышева лучше другвхъ для изображенія данной страны. 

Я остановился на изученіи случая контура, представляющаго 
чегыреугольникъ, образованный дугами двухъ меридіановъ и двухъ 
параллелей. — Кромѣ практическая) значенія этотъ контуръ предста­
вляетъ интересъ, какъ дающій мѣсто новому приложенію эллипти-
ческихъ Функщй. 

Взявъ четыреугольникъ, образованный дугами параллелей 40° и 
70° сѣверной широты и двумя меридіанами отстоящими на 40°, по-
лучаемъ пространство большее всей Европейской Россіи, причемъ 
получается уклоненіе отъ нуля логариѳма масштаба ночти въ два съ 
половиной раза меньшее чѣмъ для Ламбертовой проекщи, которая 
подъ именемъ Гауссовской введена при изображен] и Россійской Им-
періи. 

*) Eni er. Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitaaae, pro Anno 
MDCCLXXVH. Pars prior, pag. 129. 

**) А. А. Марковъ. Извѣстід Императорское Акалеиш Наукъ. Т. П, № 3, 
стр. 177—187. 
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Изложение моихъ изслѣдованій о Чебышевскоиъ вопросѣ посвя­
щена четвертая глава настоящаго еочиневія, причемъ я даю сравни­
тельную таблицу логариѳма масштаба черезъ пять градусовъ для взя-
таго мною четыреугольника въ Чебышевской и Гауссовской про-
екціяхъ. 

При изученіи вопроса Чебышева я понятно имѣлъ дѣло съ 
вопросомъ о такъ называемомъ конФормномъ изображена (conforme 
Abbildung) поверхности на плоскости, причемъ главную роль играла 
задача, получившая въ послѣднее время извѣстность подъ названіемъ 
задачи Дирихле. 

Эта задача состоитъ въ слѣдующемъ: найти рѣшеніе уравненія 

C.-Петербургъ, 
3-го Февраля 1896 г. 

которое, будучи конечнымъ вмістѣ съ производными первыхъ двухъ 
порядковъ внутри даннаго контура, въ точкахъ этого контура прини­
мало напередъ заданныя значенія. 

Попытки рѣшенія этой задачи составили въ настоящее время 
теорію, извѣстную въ математической ФИЗИКѢ подъ именемъ теоріи 
логариѳмическаго потенпдала. 

Мнѣ удалось найти новую методу для рѣшенія задачи Дирихле, 
ст. успѣхомъ прилагаемую къ случаю алгебраическихъ контуровъ. 

Краткое резюме моей методы было доложено на коигрессѣ, имѣв-
шемъ мѣсто въ Бордо въ іюлѣ 1895 года й появится въ непродолжи-
тельномъ времени въ трудахъ конгресса. 

Глава III настоящаго сочиненія посвящена краткому изложенію 
моей методы, причемъ я поясняю мои теоретическія соображенія на 
рядѣ примѣровъ. 

Посвятивъ указанный три главы собственнымъ изслѣдованіямъ, 
я счелъ необходимымъ предпослать имъ въ первой главѣ изложеніе 
основаній математической теоріи построения геограФическихъ картъ. 

Въ первой главѣ мнѣ принадлежитъ постановка и рѣшеніе ряда 
простыхъ задачъ о нахожденіи всѣхъ поверхностей, изображаемыхъ 
при помощи даннаго- геометрическаго построенія съ сохраненіемъ пло­
щадей или подобія въ безконечно малыхъ частяхъ. 

Д . Г р а в е . 



Г Л А В А I . 

Объ изображеніяхъ поверхности на плоскости. 

1, Пусть оудетъ задана нѣкоторая поверхность S уравненіями 

х=Ф(и,ѵ), у=ЧР(и,ѵ), z=Q.{u,v) (1) 

гдѣ ми V суть нѣкоторыя криволинейный координаты. 
Точкамъ (и, ѵ) поверхности можно сопоставить точки нѣкоторой 

плоскости (х, у), гдѣ X и у прямоугольный координаты. 
Если зададимъ двѣ Функціи ф (и, ѵ) и ф (и, ѵ), конечный и непре­

рывный, по крайней мѣрѣ для нѣкоторыхъ значеній и, ѵ, лежащихъ 
въ извѣстныхъ границахъ, тогда уравненія 

х = у(и,ѵ), у = ф(«,р) (2) 

опредѣляютъ нѣкоторое изображеніе (карту, проекцію) части или всей 
поверхности на плоскости. 

Свойства проекціи опредѣляются, конечно, свойствами Функцій 
9, ф, Ф, w, а. 

2. Каждой кривой £ йа поверхности S соотвѣтствуетъ, вообще 
говоря, тоже нѣкоторая кривая а на картѣ. Будемъ называть кривую 
о изображеніемъ кривой £ . 

1 
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Кривая на поверхности S и ея изображеніе на картѣ опредѣля-
ются нѣкоторымъ уравненіемъ 

f (», tO = 0 (3) 

между криволинейными координатами. 
Возьмемъ нѣкоторую точку Ж 0 на кривой (3) поверхности; со-

отвѣтственная точка т0 карты будеть лежать на изображеніи кри­
вой (3). 

Обозначимъ черезъ S дугу кривой (3) поверхности, отсчитываемую 
отъ точки М0 до нѣкоторой перемѣнной точки M, а черезъ <Г соотвѣт-
ственную дугу изображенія между точками т 0 и точкою ТП, соотвѣт-
ствугощею точкѣ Ж. 

3. Уголъ, составляемый направленіемъ касательной къ кривой 
2 (3) въ точкѣ Ж съ касательиою кривой ѵ = const, проходящей че­
резъ эту точку Ж, будемъ называть азимутомъ касательной къ кри­
вой (3) въ точкѣ M , и будемъ его обозначать черезъ а; при этомъ на 
кривой Ъ (3) будемъ брать направленіе, соотвѣтствующее возрастанію 
дуги S. 

4. Отношеніе 

называется маештабомъ (искаженіемъ длины) карты въ точкѣ Ж, со-
отвѣтствующимъ азимуту а. 

5. Извѣстно, что 



Отсюда, обозначая 

нолучимъ 

6. Азимуты будемъ отсчитывать въ сторону возрастанія ѵ отъ 
О до 2гс, начиная отъ направленія касательной къ кривой ѵ = const, 
соотвѣтствующаго возрастанію и. 

Отсюда ясно, что азиыутъ а долженъ опредѣляться по Формуламъ 

Исключая и изъ уравненій (4) и (7), получимъ 
тдѣ 

уравненіе (8) показываетъ, какъ зависитъ масштабъ отъ азимута. 

8. Обозначимъ черезъ ß уголь на картѣ, соотвѣтствующій ази­
муту a; мы будемъ называть уголъ ß азимутом карты. 

1* 

Въ этихъ ФОриулахъ корни VЕ, У EG—F2 положительны, 
корень же 

.- : Л> 

надо брать со знакомъ -+- или —, судя по тому, каковъ знакъ dv, соотвѣтствующаго увеличенію дугъ на кривой 2. 
7. Изъ Формулъ (5) и (6) получаемъ 
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Уголъ ß опредѣляется по слѣдующимъ Фориуламъ 

ВъэтихъФОрмулахъ корни Ve, Veg—f должны имѣть знакы-, 
знакъ же корня Уем'2-+-2/Ѵ-+-# долженъ совпадать со знакомъ корня 
V W - * - 2 F M ' - H < ? . 

Азимутъ ß на картѣ отсчитывается подобно азимуту а изобра­жаемой поверхности. 
Исключая изъ уравнений (7) и (9) величину и, мы получимъ 

Разность ß — а есть такъ называемое искаженіе азимута. 

9. Прежде чѣмъ перейти къ разсмотрѣнію законовъ искажения 
длинъ и азимутовъ, надо обратить вниманіе на одинъ йзъ наиболѣе 
важныхъ способовъ изображенія поверхности на плоскости, извѣстный 
подъ названіемъ изображёній съ сохраненіемъ подобія въ безконечно 
малыхъ частяхъ (projections orthomorphes, autogonales, conforme Ab­
bildungen). 

Формула (8) показываетъ, что масштабъ зависитъ, вообще го­
воря, оть азимута. 

Разсмотримъ, когда масштабъ можетъ не зависѣть.оть азимута. 
Приравнивая нулю производную по а, получимъ 

2Q cos2а — (Р—j?)s in2a = 0. 

Послѣднее уравнение опредѣляетъ, вообще говоря, а, какъ неко­
торую Функцію отъ м, ѵ; оно обратится въ тождество только тогда, 
когда 

0 = 0 , Р = Д . 

гдѣ, очевидно, 
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Отсюда нолучаемъ 

Обозначая общую величину отношеній (11) черезъ £ а , мы полу-
чимъ, что масштабъ не будетъ зависѣть отъ азимута и будетъ ра-
венъ Ç. 

Можно показать, что выборомъ Функцій <р и ф всегда можно 
удовлетворить системѣ (11), каковы бы ни были ФѴНКЦІИ Е, F, G. 

Получаемый такимъ образомъ проекціи будутъ сохранять по-
добіе въ безконечно малыхъ частяхъ. 

Въ нихъ масштабъ въ каждой точкѣ не зависитъ отъ азимута, а, 
будучи Функаіею отъ и, ѵ, можетъ мѣняться лишь отъ точки къточкѣ. 
Формула (10) показываетъ, что азимутъ не претерпѣваетъ искаженія 
и, слѣдовательно, углы сохраняются, что даетъ подобіе своимъ изо-
браженіямъ малыхъ Фигуръ на поверхности. 

Первое и третье изъ уравненій (12) удовлетворяются непосред­
ственно; что касается уравненія второго, то оно даетъ 

Покажемъ, какъ найти три Функціи <р, ф, £ , удовлетворяющая 
системѣ (12). 

Вмѣсто искоыыхъ Функцій <р и ф введемъ два вспомогательныхъ 
угла œ и ß при помощи уравненій 

10, Для полученія указанныхъ проекцій, Функціи q>, ф могутъ 
быть подобраны на безчисленное множество способовъ. 

Уравненія (11) могутъ быть написаны такъ: 



Но на основаніи уравненія (14) получимъ 

Обозначая l g | = ïj, можемъ уравненія (17) и (18) переписать 
такъ: 

Уравнения (13) влекутъ, какъ слѣдствія, слѣдующія 
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Раскрывая уравненія (15) и (16), получимъ 

Умножая уравненіе (15') на cos ß, уравненіе (16 ) на sin ß и 
складывая, получимъ 

Умножая уравненіе (15') на cos a, a уравненіе (16') на sin а, и 
складывая, получимъ 



Замѣчая, что должно быть Щ~ = І І 0 ЛУчаемъ оконча­
тельно уравненіе для опредѣленія TJ ВЪ такомъ видѣ: 

гдѣ 

Итакъ, для опредѣленія т\ мы получаемъ уравнение (19) съ 
частными производными второго порядка. 

Всякое частное рѣшеніе уравненія (19) даетъ свое изображеніе 
поверхности на плоскости. 

Уравненія (17') и (18') даютъ выраженіе а въ квадратурахъ; 
когда найденъ уголъ а, найдется уголъ ß по уравнению (14) и, нако-
нецъ, зная а, ß и £ , получаеиъ ср и ф въ квадратурахъ. 

И . Прежде всего разсмотримъ случай О =t= 0. Раскрывая вы-
раженіе (20) для Q, получимъ уравненіе 

На основаніи извѣстной теоремы Гаусса *) мы замѣчаемъ, что 
уравненіе (21) выражаетъ свойство поверхностей развертывающихся 
на плоскости, состоящее въ равенствѣ нулю кривизны. 

Въ разсматриваемомъ случаѣ среди рѣшеній урааненія (19) су­
ществу етъ тг]= const, что даетъ £—const и, слѣдовательно, возможно 
получить изображеніе поверхности на плоскости, масштабъ котораго 
постояненъ на всей картѣ. Въ этомъ случаѣ изображеніе сохраняетъ 
полное иодобіе конечныхъ частей. 

12. Если поверхность не развертывается на плоскости, то Ö 
не = 0 и, слѣдовательно, т) не можеть быть постоянвымъ. 

*) Gauss. Disouisitiones générales circa superficies сигтаз. Opera, torn. IY, p. 236. 



Координаты % и т\ называются симметрическими, онѣ ддя дѣй-
ствительныхъ поверхностей суть мнимыя Функціи первоначалъныхъ 
координатъ и, ѵ. 

Отдѣляя дѣйствительную часть отъ мнимой, получимъ 

5 = а ч - М , і\~а—Ы, 

гдѣ а и Ь суть дѣйствительныя ФункпДи отъ « g ѵ. 
Легко замѣтить, что съ одной стороны 

съ другой—выраженіе 
i 

гдѣ I нѣкоторая комплексная Функція отъ и, v. 
Называя черезъ ц величину мнимую, сопряженную съ получимъ 

въ полный диФФеренціалъ. Здѣсь Ж и N дѣйствительныя Функціи отъ 
К И Р . 

Итакъ, 

Обозначить черезъ МЧ- IN множителя, который обращаетъ 
вЫраженіе 

Уироегии» вфвда»ргеедыіо задачу ішборомъ особенной системы 
криволинейныхъ координатъ на поверхности. 

Выраженіе ддя квадрата диФФеренціала дуги можегь быть на­
писано такъ: 

_ 8 — 



можетъ быть выражено въ видѣ положительной Функціи отъ а 
и Ь, которую обозначииъ черезъ X 2 , такъ что 

Послѣднія координаты а, Ь наиболѣе употребительны при изо­
бражении поверхностей на плоскости, поэтому онѣ носятъ названіе 
координатъ картографическихъ (coord, isothermiques). 

13. Замѣняя обозначевіе а, Ъ, на и, ѵ, получимъ выраженіе ли-
нейнаго элемента въ такомъ видѣ; что 

Итакъ, возвращаясь къ обозначеніямъ § 10, примемъ картогра-
Фическія координаты; тогда уравненіе (19) принимаетъ видъ 

Обозначая т) -+- lg X = q, получимъ для опредѣленія q уравненіе 

Самое общее выраженіе для q нолучаемъ въ слѣдующемъ видѣ: 

гдѣ Пі и П„ произвольный Функціи. 

Масштабъ карты % получается изъ уравненія 



Пусть Фуяк$і« ïlj, П , заданы, тогда по уравненіяиъ (І7') и 
( 18') получимъ 
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Мы видимъ, что вопросъ приводится къ нахошденію системы 
картограФическихъ координатъ на поверхности; тогда изображеніе на 
плоскости, сохраняющее подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ, Опре-
дѣляется уравненіями (22). Отъ вида поверхности зависитъ множи­
тель X, входящій въ выраженіе масштаба. 

14. Разсмотримъ для примѣра поверхности вращенія. 
Возьмемъ за ось і^овъ прямоугольной системы ось вращенія. 

Обозначимъ черезъ г разстояніе точки M поверхности до оси враще-
нія, а черезъ ѵ долготу точки, т. е. уголъ между плоскостью меридіана 
точки M и плоскостью перваго меридіана, принятаго за плоскость XZ. 

Получаемъ сіѣдующія уравненія поверхности 

X = г cos V, у = г sin ѵ, г = <р (г) 

гдѣ Функція <р опредѣляетъ заданную плоскую кривую, отъ вращенія 
которой происходить поверхность вращенія 

причемъ масштабъ вычисляется по Формулѣ 

получимъ окончательно 

Картографическую систему получимъ, полагая 

Въ самонъ дѣлѣ, тогда выходить 

Обозначая черезъ » _ 1 Фувкцію обратную относительно <а, по­
лучимъ 
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- Широтою точки M поверхности вращенія обыкновенно назы­
вается нѣкоторая Функція отъ координаты и. Такъ, напр., для шара 
подъ широтою разумѣется взятый съ тѣмъ или другииъ знакомъ уголъ, 
образованный радіусомъ точки M съ плоскостью экватора. 

Въ самомъ дѣлѣ, для шара (р = У а 2 — г 2 , гдѣ a радіусъ шара; 
отсюда получимъ 

Подъ широтою точки M на эллипсоидѣ вращенія можно разу-



мѣть уголь, составляемый нормалью въ этой точкѣ съ плоскостью 
экватора. 

Обозначая дополненіе широты черезъ Ç, получимъ 

Формулы, отноеящіяся къ трехъосному эллипсоиду, можно найти 
въ Vorlesungen über Dynamit. Jacobi. 

15. Мы видѣли уже, что въ проещіяхъ, сохраняющихъ по-
добіе безконечно малыхъ частей, масштабъ не зависитъ отъ азимута, 
и тогда, въ каждой точкѣ M карты, отложивъ на различныхъ пря-
мыхъ, проходящихъ " черезъ эту точку, длину равную масштабу, мы 
получимъ кругъ, имѣющій центръ въ точкѣ M, a радіусъ равный 
масштабу, соответствующему точкѣ M. 

Итакъ, при сохраненіи подобія въ безконечно-малыхъ частяхъ 
сказанное построеніе даетъ въ различныхъ точкахъ карты круги, ра-
діусы которыхъ измѣняются отъ точки къ точкѣ. 

*) Lagrange. Sur la construction des cartes géographiques. Oeuvres complètes, 
tome IV, pag. 660. 
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Очевидно, что круги различныхъ точекъ карты могутъ имѣть 
постоянный радіусъ лишь вътомъ случаѣ, если изображаемая поверх­
ность развертывается на плоскости. 

Высказанное свойство изображеній съ сохраненіемъ подобія въ 
безконечно малыхъ частяхъ можетъ быть Формулировано еще такъ: 
всякій безконечно малый кругъ поверхности изображается кругомъ на 
картѣ. 

16. Если карта не сохраняетъ подобія въ безконечно малыхъ 
частяхъ, тогда откладывая на каждой прямой MN, проходящей черезъ 
точку М, длину MN равную масштабу, который соотвѣтствуетъ ази­
муту а изображаемой поверхности, или, что одно и тоже, азимуту 
ß — AMN (см. черт. 1) карты, получимъ нѣкоторую замкнутую кри­
вую NNt Na... 

Не трудно убѣдиться, что кривая эта будетъ, вообще говоря, 
эллипсъ, независимо отъ вида изображаемой поверхности, а также отъ 
способа проектированія *). 

Напиіпемъ уравненіе этой кривой, принимая точку Ж карты за 
начало прямоугольныхъ координатъ, касательную къ линіи ѵ = const 
на картѣ за ось Х-овъ, тогда полз'чимъ 

Исключая изъ уравненія (25) ^ и и ' при помощи уравненія (26), 
получимъ 

*) Tissot . Mémoire sur la représentation des surfaces. Paris, 1851. 



отсюда уравненіе искомой кривой имѣетъ видъ 

1 = Рх*-+• 2Qxy + Rf (27) 

Если изображаемая поверхность дѣйствительная, а также Фор­
мулы проектированія дѣйствительныя, то кривая (27) будетъ эл-
липсъ, ибо 

17. Итакъ, въ каждой точкѣ карты масштабъ мѣняется съ 
измѣненіемъ азимута, причемъ всегда заключается между двумя вели­
чинами ц.0 и {J.J > [х0, соотвѣтствующими главнымъ діаметрамъ или 
осямъ эллипса. 

Для нахожденія у.0 и ^ замѣтимъ, что по заданному масштабу 
ц мы найдемъ соотвѣтствующій ему азимутъ изь квадратнаго 
уравненія 
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Послѣднее квадратное уравненіе имѣетъ всегда два дѣйствитель-
ныхъ и положительныхъ корня, ибо на основаніи выраженій, опредѣ-
ляющихъ коэффиціенты е, f, g, Е, F, G получаемъ 

EG — F*>0, eG — 2fF+gE>0, eg — f*>Q, 

кромѣ того существуетъ неравенство 

(eG — 2fF+gEf — 4{eg — f)(EG — F2) > О, 

справедливое при всякихъ значеніяхъ буквъ, входящихъ въ него. 
Итакъ, мы видимъ, что і«.0 <1 ^ ^ f*.,. 
Что касается азимутовъ 80, 8j соотвѣтствующихъ наибольшему 

и наименьшему масштабу, то на основаніи элементарныхъ соображеній 
мы получаемъ ихъ по Формулѣ 

18. Будеыъ называть эллипсъ (27) эллипсомъ искаженія 
точки М. 

Получается весьма важное замѣчаніе, состоящее въ томъ, что 
при всякомъ изображеніи поверхности на плоскости, не сохраняющемъ 
подобія въ безконечно малыхъ частяхъ, всякій безконечно малый 
кругъ поверхности изображается на картѣ эллипсомъ подобнымъ и 
подобнорасположеннымъ эллипсу искаженія точки, соотвѣтствующей 
центру круга. 

Площадь эллипса искаженій выражается такъ: 

число к имѣетъ весьма важное значеиіе въ теоріи карть. 
Возьмемъ на изображаемой поверхности нѣкоторый замкнутый 

контуръ S и разсмотримъ отношеніе площади соотвѣтственной Фигуры 
S' карты къ площади Фигуры 2. 

Будемъ замкнутый контуръ S предполагать проведеннымъ такъ 
но поверхности, что нѣкоторая точка M этой поверхности лежитъ 
всегда внутри его, тогда, обозначая отношеніе площадей черезъ Ç, 
полѵчимъ 
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гдѣ оба интеграла распространены на всѣ значенія и и ѵ, соотвѣт-
ствующія точкамъ внутри контура S. 

Вудемъ тенерь измѣнять контуръ 2 такимъ образомъ, чтобы 
точка Ж всегда находилась внутри его, а площадь контура уменьша­
лось, тогда контуръ, уменьшаясь, будетъ стремиться обратиться въ 
точку Ж. 

Перемѣнная Ç при такомъ измѣненіи контура будетъ стремиться 
къ нѣкоторому предѣлу, вообще говоря, отличному отъ нуля и безко-
нечности. 

Легко видѣть, что 

Этотъ предѣлъ будемъ называть масштабомъ искаженія пло­
щади, или просто масштабомъ площади въ точкѣ Ж. 

Мы вйдимъ, что масштабъ площади въ точкѣ равенъ произве-
денію полуосей эллипса искаженія этой точки. Въ случаѣ сохраненія 
подобія безконечно малыхъ частей, масштабъ площади равенъ квадрату 
масштаба. 

Если намъ заданъ масштабъ площади h какъ Функція отъ и и ѵ, 
то искаженіе площади всякой конечной Фигуры 2 получимъ по Фор-
мулѣ 

2 

Особенно важный случай представляютъ проекща, для которыхъ 
к число постоянное; тогда, вынося к изъ-подъ знака интеграла, полу­
чимъ Ç=ft; въ этомъ случаѣ получаются проекціи, въ которыхъ пло­
щади различныхъ Фигуръ пропорціональны площадямъ изображеній. 

Эги нроекціи носятъ названіе картъ съ сохраненіемъ площадей 
(projections équivalentes, authaliques). 

19. Сохраненіе площадей выражается травненіемъ 

гдѣ к есть тоть постоянный множитель, на который надо умноашть 
площадь криволинейной Фигуры на поверхности, чтобы получить со-
отвѣтственную площадь карты. 
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Въ самомъ дѣлѣ, преобразуемъ координаты ы, ѵ на новыя иѵ vlt  

которыя пусть будуть нѣкоторыми Функціями отъ прежнихъ. Пусть 
Е1У F„ Gl будутъ коеФФиціенты линейнаго элемента при новыхъ ко-
ординатахъ, тогда очевидно получимъ 

Изъ этихъ Формулъ получаемъ 

необходимо найти какое нибудь рѣшеніе уравненія 

Если изображаемая поверхность задана, то извѣстно выраженіе 
корня У EG — F% въ криволинейныхъ координатахъ и, ѵ. 

20. Можно, приличнымъ выборомъ криволинейныхъ коорди-
натъ, сдѣлать опредѣленіе Функцій ф, ф не зависимымъ отъ вида раз-
сматриваемой поверхности, т. е. представить уравненіе (28) въ видѣ: 

Отсюда мы видимъ, что разсматриваемыя проекціи опредѣляются 
уравненіемъ 

Не трудно замѣтить, что 

Для того чтобы было 
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которая тогда обратится въ Функцію Т (и, с) отъ одного м, въ кото­
рую будетъ входить въ видѣ.постоянааго параметра с. Интегрируя по 
и, получимъ 

J W(u, с) du = M (и, с). 

Самое общее выраженіе искомой Функціи щ будетъ 

«j = П (с) -+- кМ(и, с), 

гдѣ П произвольная ФункпДя, a вмѣсто с надо подставить Функпдю 

Такъ, напримѣръ, новыя координаты можно ввести равенствами 

найдемъ самыя общія Формулы, выражающія проекціи съ сохране-
ніемъ площадей. 

Уравненіе (29) можно преобразовать, взявъ за новыя неремѣн-
ныя незавясимыя і и », въ которыхъ выразятся у и и. 

Возьмеиъ уравненія (2) 

Рѣшая уравненіе (31) относительно «, получимъ 

21. Итакъ, взявъ уравненіе (29) 

Одна изъ Функцій иѵ ѵѵ напримѣръ « „ произвольна. 
Выбравъ её, поступаемъ такъ: уравненіе ѵг (и, ѵ) — с, гдѣ с по­

стоянная произвольная величина, рѣшаемъ относительно ѵ, получимъ 
v=Q (м, с); полученное выраженіе для ѵ подставимъ въ Функцію 
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подставляя въ другое (32), получимъ 

У = ЪІ9-1{*,ѵ),ѵ]=?:и(х,ѵ) (33) 

кромѣ того, подставляя въуравненіе (31) вмѣстоиФункцію v), 
получимъ тождество 
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Подставляя выраженія (35), (36), (37), (38) въ уравненіе (29), 
получимъ 

отсюда 

Здѣсь величина у обозначена черезъ », чтобы не смѣшивать про-

изводнои - ^ , взятой въ предположены х постояннаго, съ производной 

~ , взятой при и постоянномъ. 
Самое общее рѣшеніе уравненія (39) дается Формулами 

гдѣ f произвольная Функція. 
Возможность представленія общихъ уравненій задачи въ видѣ (40) 

составляетъ весьма важное предложеніе, слѣдствія котораго мы уви-
димъ во второй главѣ этого сочиненія *). 

22. Обращаясь къ случаю изображенія поверхности враще-
нія съ сохраненіемъ площадей, мызамѣчаемъ, что, употребляя-карто-
граФическія координаты 

*) Считаю своимъ долгот, здѣсь упомянуть, что пр. А. Н. Коріснну была извѣстна 
возможность интегрированія при произвольной системѣ меридіановъ раньше, чѣмъ 
я сталъ заниматься вопросят, составляющими предметъ второй главы. 

приведемъ задачу къ уравненію 

Выбирая вмѣсто и новую перемѣнную независимую 

придемъ къ уравненію 
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такъ что, если мы будемъ разсматривать задачу при помощи послѣд-
няго уравненія, или, что одно и то же (29), то въ полученныхъ проек-
ціяхъ придется замѣнить перемѣнную и на J Q (w) du, чтобы вер­
нуться къ первоначальнымъ картограФическимъ координатамъ. 

Въ случаѣ шара, если за координаты выберемъ широту и и дол­
готу ѵ (радіусъ шара равенъ единицѣ), получаемъ 

Уравненіе сохраненія площадей при 1с = 1 имѣетъ видъ 

тогда при переходѣ отъ координатъ уравнения- (29) къ широтѣ и ДОЛ­

ГОТЕ придется въ Формулахъ, выражающихъ проекціи, замѣнитъ и на 
sin и. 

23. Итакъ мы видимъ, что проекціи съ сохраненіемъ площа­
дей принадлежать къ числу опредѣляемыхъ однимъ диФФеренціаль-
нымъ уравневіемъ перваго порядка съ частными производными съ 
двумя Функціями. 

Это обстоятельство существенно отличаетъ ихъ отъ картъ съ 
подобіемъ въ безконечно малыхъ частяхъ. Послѣднія при картогра­
фической системѣ координатъ опредѣляются двумя уравненіями 

Первое изъ этихъ уравненій выражаетъ условіе перпендикуляр­
ности линій и = const и ю=const; отсюда мы заключаемъ, что задача 
объ ортогональныхъ траекторіяхъ можетъ быть разматриваема какъ 
частный случай задачи о проекціяхъ геограФическихъ картъ. Это, 
именно, тотъ случай, когда мы желаемъ такъ изобразить поверхность, 
чтобы линіи и — const ш v = const изображались на картѣ ортого­
нальными траекторіями. 
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Подобнымъ же образомъ уравненіемъ 

въ полные диФФеренціалы. 
Далѣе Эйлеръ првбавляетъ: quoniam nullo adhuc modo patet 

quomodo resolutiouem generalem barum formularum institui conveniat, 
quaeramus solutiones particulares, и находить важнѣйшіе случаи, о 
которыхъ будетъ сказано во второй главѣ. 

.(41) 

*) Eni er. Acta Academiae Scientmrnm Imperialis Petropolitaaae, pro Anno 
MDCCLXXVII. Pars Prior, pag. 129. 

опредѣляются проекціи, въ которыхъ масштабъ каждой точки, соот-
вѣтствующій двумъ направленіяиъ и = const и « = const картогра-
Фическихъ координатъ, одинаковъ. 

Соединеніе двухъ послѣднихъ требованій даетъ карты съ подо-
біемъ въ безконечно малыхъ частяхъ. 

24. Подобнымъ же образомъ можно соединить требованіе со-
храненія площадей, напримѣръ, съ требованіемъ перпендикулярности 
изображены координатныхъ линій и = const и v = const. 

Въ томъ случаѣ, если заданная поверхность есть поверхность 
вращенія, меридіаны же и параллели на картѣ взаимно ортогональны, 
то проекціи определяются системою двухъ уравненій которыя можно 
привести къ виду 

Мы будемъ эти проекціи называть картами Эйлера, ибо въ ме-
муарѣ: De representation superficiel sphaericae super piano *), Эйлеръ 
поставилъ задачу, хотя и не интегрировалъ окончательно относящагося 
сюда уравненія второго порядка съ частными производными. 

Эйлеръ приводить задачу къ нахожденію Функцій h и Ф, обра-
щающихъ два выраженія 
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Проекціямв Эйлера занимались Оссіанъ Бонне *) и А. Коркинъ. **) 
Послѣдній ноказалъ приведете задачи къ уравненію s == z. 

25. Разсмотримъ эту задачу, прилагая къ ней методу Монжа 
и Ампера. 

Взявъ за новыя независимыя неремѣнныя х и у, а за ихъ новыя 
функціи и, V, мы приведемъ систему (41) къ следующему виду: 

.(42) 

Обозначая 

откуда для опредѣдевія jo получаемъ окончательно слѣдующее уравне-
ніе ВТОРОГО порядка 

26. Здѣсь вадо различать два случая: 1) когда между вели­
чинами р и q есть зависимость, 2) когда р и q независимы между со­
бой, такъ что ихъ можно принять за новыя независимый перемѣнныя 
и употребить подстановку Лежандра. 

Обращаясь къ первому случаю, предположимъ, что 

« = f ( p ) . - (44) 

Дифференцируя (44) по ж и затѣмъ по у, получимъ 

*) Ossi an ß on ne t. Sur la théorie mathématique des cartes géographiques. 
Journal de Liouville t. XVII. 1852. 

**) A. Korkine. Sur les cartes géographiques. Mathematische Аішаіев, В . X X X I . 
S. 589. 

получимъ черезъ рѣшеніе системы (42) 



отсюда, яодставляя въ уравненіе (43) вмѣсто Г и T ихъ выраженія 

~ S и S и затѣмъ сокращая S, получимъ уравненіе 

гдѣ с постоянная произвольная величина. 
Интегрируя уравненіе (46), какъ диФФеренціальное уравненіе 

перваго порядка съ частными производными, получимъ 

.(47) 

Въ послѣднихъ Формулахъ Функція R (р, q) произвольна, значе-

нія же ^ надо взять изъ уравненія (45); при этихъ условіяхъ уравне-

ніями (46) и (47) опредѣляются всѣ рѣшенія предложеннаго уравне-
нія (43), дающія зависимость между частными производными р и q. 

27. Обращаемся теперь къ случаю, когда р и q независимы 
между собою. 

Въ этомъ случаѣ ихъ можно принять за новыя независимый пе-
ремѣнныя и употребить подстановку Лежандра 
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Подставляя въ уравненіе (49) значенія H, К, L изъ заданнаго, 
мы получимъ при различныхъ знакахъ корня квадратнаго два урав-
ненія 

Извѣстно, что если мы выберемъ за новыя независимыя пере-
мѣнныя % и 7} при помощи равенствъ 

то изъ уравнепія (48) пропадутъ производный Г и T и останется одна S. 
Дѣлая это преобразованіе на самомъ дѣлѣ, получямъ уравневіе 

Взявъ за независимыя перемѣнныя 

Интегрируя, получимъ 

Для приложенія способа Монжа и Ампера придется разсмотрѣть 
уравненіе 

Оно вмѣетъ видъ 

гдѣ 

Этоуравненіе, черезъ замѣну буквъ р, q на ж, у, принимаетъ видъ 
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получимъ, окончательно, линейное уравненіе съ постоянными коэффи­
циентами 

Подстановка 

приводить его къ виду 

Это же уравненіе интегрируется въ онредѣленныхъ интегралахъ. 

28. Возвращаемся къ разсмотрѣнію эллипса искаженія (27) 
(см. § 16). 

Полуоси вычисляются по Формуламъ 

Отношёніе полуосей ѳпредѣгатся до Формулѣ 

Если вычислены предварительно Р, Q, В, то полуоси найдутся 
по Ф О Р М У Л А М Ъ 

Для удобства будемъ полуоси эллипса искаженія р.0 и \Lt обозна­
чать черезъ а и 6. 

Изъ Форнулъ (50) получимъ 

такъ что произведете полуосей 
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Обозначая линейный эксцентриситета черезъ с, получимъ 

39. Обратимся теперь къ разсмотрѣнію искаженія азимутовъ. 
Обозначая черезъ а и ß азимуты на поверхности и на картѣ, 

получимъ согласно принятымъ въ § 17 обозначеніямъ 

Это уравненіе имѣетъ весьма простое геометрическое толкованіе. 
Упростимъ его предварительно черезъ введеніе двухъ вепомогатель-
ныхъ угловъ 8, s. 

Возьмемъ уравненіе 

отсюда 

гдѣ 



Два угла D i e подберемъ такъ, чтобы было 

В = 0, 0=0. 

Уравненіе ( 7 = 0 даетъ 

Сравнивая уравненіе (52) съ (51) замѣтимъ, что уголь 8 есть 
не что иное, какъ азимутъ карты, соотвѣтствующій азимуту s изобра­
жаемой поверхности. 

Уравненіе В = О даетъ 

Уравненіе (27) эллипса искаженія показываетъ, что уголъ S, 
опредѣляемый Формулой (53), есть азимутъ одной изъ осей эллипса 
искаженія (на картѣ). 

Если будемъ подъ 8 разумѣть азимутъ большой оси, то получимъ 

Въ етихъ Формулахъ У д обозначаете аряѳметическій корень. 
Малой оси будетъ соответствовать азимутъ, определяемый по 

Формулѣ 
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30, Приведенныя разеуждевія приводить къ слѣдующему ге­
ометрическому построенію. 

Проведемъ въ точкѣ M (см. черт. 2) касательную MA къ линіи 
MS, опредѣляемой уравненіемъ ѵ=const, и будемъ отъ нея отклады­
вать азимуты карты. 

Отложимъ въ противоположную сторону уголъ s — S, который 
можно вычислить по Формуламъ (52), (53). Построимъ эллипсъ иска-
женія GND для точки М. На большой оси, какъ надіаметрѣ, постро­
имъ кругь GPI). Отложимъ уголъ BMP равный азимуту изобража­
емой поверхности; изъ точки Р круга опустимъ перпендикуляръ PQ 
на большую ось эллипса; этотъ перпендикуляръ встрѣтитъ эллипсъ въ 

А • 

Покажемъ, что дробь -^- есть не что иное, какъ отношеніе полу­

осей эллипса —•• 
о 

Въ самомъ дѣлѣ, 

Итакъ, выбравъ s и S удовлетворяющими уравненіямъ В—0, 
(7=0, получимъ 



точкѣ N. Уголъ NMA будетъ азимутгь карты, еоотвѣтсгвукэдій ази­
муту РМВ изображаемой поверхности. 

' Будемъ называть азимуты 

а = РИС, $ = NMÇ, 

отсчитываемые отъ направления большой полуоси эллипса, приведен­
ными. 

На основаніи соотношенія (55) между приведенными азимут.іми 
выводятся многочисленный зависимости между масштабами- и азиму­
тами *). 

31. Двумъ взаимно перпендикулярнымъ направленіямъ на 
изображаемой поверхности соотвѣтствуютъ направленія сопряжен-
ныхъ діаметровъ эллипса искаженія; отсюда, обозначая черезъ ц 1 ? \% 
масштабы, соотвѣтствующіе двумъ взаимно перп,ендикулярнымъ на-
правленіямъ на изображаемой поверхности, на основаніи теоремъ 
Аполлонія получимъ 

Итакъ мы видимъ, что всякій прямой уголъ поверхности.обра­
щается на картѣ въ уголъ Ü, опредѣляемый уравненіемъ (57). 

Для того, чтобы прямой уголъ не претерпѣвалъ искаженія, не­
обходимо положить Ѳ — ~ • тогда ^ щ === ab. Это уравненіе въ связи 
съ (56) даетъ ц.1 = а, \x.s = b; получаемъ, что только одинъ прямой 
уголъ,, который соотвѣтствуетъ направленіямъ осей, не гіретерпѣваетъ 
искаженія. 

Наибольшее искаженіе прямого угла соотвѣтствуетъ направле-
ніямъ равдыхъ сопряжеиныхъ діаиетровъ. 

32. Обр»тмііея теперь къ разсмотрѣнію искаженія угловъ 
отличныхъ отъ 90 ? , и начкемъ съ р&зсиотрѣнія искаженія приведен-
ныхъ азимуэговъ* 

*) Tis so t. Mémoire sur la représentation des surfaces. 
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Углы <х0, ß0 могутъ быть весьма просто построены геометри­
чески. Построииъ на большой оси AB эллипса искажения (см. черт. 3), 
какъ на діаметрѣ, окружность, которая пусть встрѣчаетъ малую ось 
GD въ точкахъ Е, G. На GE, какъ на діаметрѣ, строимъ полуокруж­
ность, которая пусть встрѣчаетъ полуось MA въ точкѣ F. Соединяя 
точку F съ точками D и Е, получимъ а,, = MFE, ß0 = DFE. H'a-
правленія на изображаемой поверхности и на картѣ, соотвѣтствующія 
наибольшему искаженію приведеннаго азимута; построятся черезъ про­
ведете МК II BF и ML \\ EF. 

33. Если задано направленіе (аѵ ßj), то можно указать другое 
ему соотвѣтственное (а2, ßz), чтобы искаженіе приведенныхъ азиыу-
товъ этихъ двухъ направленій было одинаково. Полагая а,—ß t —ас2—ßa, 
получимъ по уравнению (58), что sin (a, - ь ^ ) == 8111(03-1- ^ ) , что 
даетъ или al-t-ßl=2kK-i-afi-*-$2, или a1-t-^l=(2k-t-l)%—(aa-i-ß2). 
Первое предположеніе даетъ (ц — а, -+- Ы , ß2 = ßt -ь кк, a второе 

Чк -+-1 г. п 21- 1 
0 2 = —g— « — Р і > р 2 = = ~ 2 — т с — а г 

Отсюда мы видимъ, что 

Обозначая разность — % черезъ а, получимъ 

. Maximum разности а — ß соотвѣтствуетъ а - н ß = ~ . Пусть 

будуть соотвѣтственныя значенія а 0, ß0, тогда tg а 0 = cotg ß0 

Изъ Формулы (55) найдемъ 
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Это замѣчаніе геометрически можетъ быть Формулировано такъ. 
Взявъ двѣ точки N и M (см. черт. 4) на кругѣ и эллипеѣ, со­

ответствующая азимутамъ <х15 ß n продолжаемъ сторону ОМ азимута 
ßj до встрѣчи съ кругомъ въ точкѣ п. 

Опустимъ изъ точки п перпендикуляръ на малую ось эллипса. 
Перпендикуляръ этотъ рп встрѣчаетъ прямую ON въ точкѣ m, ле­
жащей наэллипсѣ равномъ эллипсу AM, но расположенномъ такъ, что 
большая ось новаго эллипса расположена вдоль по малой оси перво-
начальнаго, и обратно. 

34. Искаженіе приведеннаго азимута вычисляется, зная вели­
чину азимута на поверхности, по Формулѣ 

Зная искаженіе приведеннаго азимута, получимъ настоящее иска­
жение азимута, прибавляя уголъ s— Ь (см. § 29). 

35, Обратимся теперь къ изученію искаженія разности ази-
мутовъ, другими словами, къ разсмотрѣнію искаженія нѣкотораго угла. 

При разсмотрѣніи разности азимутовъ прибавочный уголъ не 
играетъ никакой роли и азимуты можно считать безразлично простыми 
или приведенными. 

Мы видѣли, что для всякаго направленія (al ßj) можно подобрать 
другое (а2, ß2) такимъ образомъ, чтобы было 

Эти Формулы показываютъ, что азимуты а г л а.х даютъ въ раз­
ности уголь не искажаемый. 

Легко видѣть, что, каковъ бы ни былъ уголъ к], его можно такъ 
расположить на картѣ, что онъ не будетъ имѣть искаженія. Для этой 
цѣли придется удовлетворить двумъ уравненіямъ 
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Умножая уравненіе (60) на 2 sin a, ауравненіе(бі) на—2 cos а 
и складывая, получимъ 

2]х. sin (а — ß) = (а — Ъ) sin 2а (6 3) 

Произведете масштабовъ, соотвѣтствующихъ сторонамъ неиска-
жаемаго угла, есть величина постоянная и равная, следовательно, про-
изведенію полуосей. 

Пусть неискажаемый уголъ т\ определяется на поверхности при­
веденными азимутами <*2, аѵ которымъ на карте соответствуютъ ази-

36. Разсмотримъ теперь масштабы, соответствующіе неиска-
жаемымъ угламъ. 

Геометрическое построеніе приведенныхъ азимутовъ изображае­
мой поверхности и карты приводить къ уравненіямъ 

отсюда 

Уравненіе (59) показываетъ, что, если tg ß = " | / A , то т\ = 0. 

Если стороны остраго угла лежатъ въ одномъ изъ вертикаль-
ныхъ угловъ, составляемыхъ осями эллипса искаженія, то искаженіе 
этого угла по абсолютной величине равно разности искаженій азимутовъ 
сторонъ. Если же стороны остраго угла лежатъ въ разныхъ вертикаль-
ныхъ углахъ, то искаженія азимутовъ сторонъ суммируются. 

Уголъ, претерпевающій наибольшее искаженіе, образованъ, оче­
видно, изъ направленій 

Последнее уравненіе даетъ для ß два значепія 

Исключая уголъ а, для нахожденія угла ß получимъ квадратное 
уравненіе 
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На основаніи уравненій (64) уравненіе (65) обратится въ сле­
дующее: 

р.3 sin O.J = a sin ßj (67) 

Изъ уравненій (67) и (66) получаемъ 

[л2 = ab, 
что и требовалось доказать. 

Масштабъ, соотвѣтствующій углу наибольшаго искаженія, ра-
венъ У ab. 

37. По аналогіи съ теоріей кривизны поверхностей, въ теоріи 
картъ могутъ быть разсматриваемы нѣкоторыя линіи, подобный ли-
ніямъ кривизны. 

Эти линіи, которыя мы будемъ называть линіями глаѳныхъ иска-
женій, суть огибающія на картѣ направленій наибольшаго и наимень-
шаго масштабовъ. 

Для полученія диФФеренціальнаго уравненія этихъ линій будемъ 
разсуждать такъ. Касательная въ яѣкоторой точкѣ искомой линіи 
Фпредѣіяется значеніемъ производной ~ѵ = и; необходимо, чтобы при 
этомъ значеніи производной и масштабъ былъ наибольшій или наи-
меньшій. 

Для этой цѣли приравняешь нулю производную, взятую по и отъ 
дроби 

3* 

Итакъ, обозначая масштабы, соотвѣтствующіе сторонамъ угла 
(ocj, а3), черезъ \lv [t2, получимъ 

муты ß2, ß r Должно быть а 3 — œ t = ß2 — ß1? откуда, какъ мы уже 
видѣли, получимъ 

отсюда 
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тогда получимъ .уравневіе 

и'2(eF— fE) —t— и (eG—gE) -+- fG—gF= 0. 

Послѣднее уравненіе можетъ быть написано такъ: 

du2(eF— fE)-ьdudv(eG — gE) -t- dv2(fG—gF) = 0. . (68) 

Если карта сохраняетъ подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ, 
то послѣдпее уравненіе обращается въ тождество, ибо обращаются 
въ нуль коэФФИціенты при диФФеренціалахъ, и линій главныхъ иска-
женій не существуетъ. 

38. Линіи главныхъ искаженій на картѣ и соотвѣтствующія 
имъ кривыя на поверхности суть ортогональныя траекторіи и, на 
основаніи приведенныхъ выше соображеній, очевидно, что ортогональ­
ныя траекторіи поверхности тогда, и только тогда, изображаются орто­
гональными же траекторіями, когда онѣ изображаются линіями глав­
ныхъ искаженій. 

Это можно показать легко аналитически. Возьмемъ два азимута 

а 0 и а 1 ? соотвѣтствующія имъ значенія производной ~ обозначимъ че-

резъ и0 и и и тогда по Формулѣ, приведенной въ § 7, получимъ 

cotg <х0 = 0 , cotg а. = 1 . 
0 VEG — F* ' b 1 VEG—F* 

Условіе перпендикулярности 

cotg а 0 cotg ctj —t—1 = О 

обращается въ слѣдующее: 

Еи'0 и\ F(u0 и\) -+- G = 0 (69) 

Пусть диФФеренщ'альное уравненіе ортогональныхъ траекторій 
на изображаемой поверхности будетъ 

Adu2 -t- Bdu dv -+- Cdv* = 0 (70) 

следовательно, ua' и u( будутъ корни квадратнаго уравненія 

Аи'2~*-Ви'-+-С—0. 
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Отсюда 
г , С I I в 

M o w i = i;> и0-*-их = — 

Подставляя въ уравненіе (69), получимъ 

EO—FB-*~GA = 0 (71) 

Подобнымъ же образомъ, если изображенія лпній (70) ортого­
нальны также на картѣ, то должно существовать равенство 

eC—fB-+-gA = 0 (72) 

Если карты сохраняютъ подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ, 
то уравненіе (71) влечетъ за собою, какъ слѣдствіе, уравненіе (72) и, 
следовательно, каждая система ортогональныхъ траекторій заданной 
поверхности обращается въ систему ортогональныхъ же траекторій 
на картѣ. 

Въ общемъ случаѣ изъ уравненій (71) и (72) образуется про-
порція 

л в о 
eF-fE eG-gE—fG — gF> 

которая показываете, что уравненіе (70) обращается въ диФФерен-
ціальное уравненіе линій главныхъ искаженій. 

39. Особаго вниманія заслуживаютъ проекціи, въ которыхъ 
линіи главныхъ искаженій прямыя. 

Взявъ систему картографическихъ координатъ 

E=G, F=0, 

напишемъ диФФеренціальное уравненіе линій главныхъ искаженій 

M ' 2 _ 1 = J « ' — 1 = 0 (73) 

Возьмеиъ на картѣ оси прямоугольныхъ координатъ параллельно 
линіямъ главныхъ искажеиій, тогда для направленія параллельного оси 
ж-овъ мы получимъ 

S'»u*-v'^0. (74) 
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подсгавляя въ уравненіе (73) выраженіе и изъ (74), получимъ окон­
чательно уравненіе, опредѣляющее проекціи, въ такомъ видѣ: 

Одна изъ Функцій ж, у произвольна, а потому для ограниченія её 
можно кромѣ уравненія (75) задать еще какую нибудь зависимость. 

Такъ напримѣръ, можно требовать сохраненія площадей, тогда 
задача приводится къ интегрированию уравненія второго порядка съ 
частными производными. Я не буду болѣе останавливаться на изуче-
ніи проекцій съ прямолинейными линіями главныхъ искаженій, имѣя 
въ виду разсмотрѣніе такихъ проекцій сдѣлать предметомъ отдѣльной 

40. Будемъ называть линіями наиболъшаго искаженія угловъ 
такія линіи карты, для которыхъ касательная въ каждой точкѣ имѣетъ 
приведенный азимутъ ß, определяемый по Формулѣ 

Если изображается поверхность вращенія, то очевидно, что 
этимъ линіямъ на поверхности не могутъ соответствовать меридіаны 
и параллели; ибо меридіанамъ и параллелямъ, какъ ортогональнымъ 
траекторіямъ, должны соответствовать направленія сопряженныхъ діа-
метровъ на карте, стороны же угла наиболыпаго искаженія, какъ мы 
видели, не совпадаютъ съ сопряженными діаметрами эллипса. 

Принимая обозначенія § 29, мы получимъ для линій наиболыпаго 
искаженія угловъ диФФеренціальное уравненіе 

.(75) 

статьи. 

Если карты сохраняютъ площади, то по этимъ направленіямъ 
сохраняются длины. 

41. Показавъ, какъ искать линіи наиболыпаго искаженія длинъ 
и угловъ, разсмотримъ теперь линіи сохравяющія длины и углы. 

Легко видеть, что, если карта не сохраняетъ подобія въ безко-
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гдѣ 7) совершенно произвольный уголъ, a ß азимутъ, для котораго 
приведенный вычисляется изъ уравненія (59) (см. § 35). Линіи глав-

ныхъ искаженій суть частный случай при к) = ~ . 

Въ послѣднемъ уравненіи (77) ч\ можно считать нѣкоторою Фун-
кціею отъ и и V, причемъ вмѣсто ß придется подставить корень квад-
ратнаго уравненія (59). Задача имѣетъ два рѣшенія. 

42. Послѣдній видъ линій на картѣ, о которомъ мы здѣсь 
упомянемъ, представляютъ двѣ системы линій, причемъ каждой точкѣ 
системы соотвѣтствуютъ направленія сопряженныхъ діаметровъ эл­
липса искажеяія.. Задача нахожденія такихъ линій равносильна съ за­
дачей объ ортогональныхъ траекторіяхъ изображаемой поверхности. 

43. Изложивъ основанія общей теоріи искаженія длинъ и 

*) Tchébychef. Sur la coupe des vêtements. Association française pour l'avan­
cement des Sciences. Congrès de Paris, p. 154, an. 1878. 

Какова бы ни была изображаемая поверхность, т. е. каковы бы 
ни были Функціи Е, F, G, всегда можно подобрать Функціи <р и ф 
такъ, чтобы линіи, опредѣляемыя уравненіями (76), были на картѣ 
прямыя, параллельный между собою. Въ случаѣ, если прямыя одной 
системы перпендикулярны линіямъ другой, получаются проекціи, 
разсматривавшіяся въ первый разъ Чебышевымъ. Знаменитый ма-
тематикъ разсматривалъ задачу о покрытіи поверхностей нитяными 
тканями *). Вопросъ приводится къ уравненію второго порядка съ 
частными производными и имѣетъ связь съ вопросомъ о наложеніи 
поверхностей. 

Обращаясь къ разсмотрѣнію линій сохраненія угловъ, мы замѣ-
чаемъ, что ихъ дифференциальное уравненіе будетъ имѣть видъ: 

нечно малыхъ частяхъ, то существуютъ двѣ системы линій, по кото-
рымъ масштабъ величина постоянная. Эти линіи определяются, оче­
видно, уравненіемъ 
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угловъ въ картахъ, представляющихъ изображение поверхности на 
плоскости, обратимся къ обзору существующихъ видовъ проекцій. 

Разными геометрами уже съ давнихъ временъ предложено очень 
много способовъ проекцій, подробное перечисленіе которыхъ можно 
найти въ сочиненіяхъ: A . Germain. Traité des projections des cartes 
géographiques. Tissot. Mémoires sur la représentation des surfaces et 
les projections des cartes géographiques. 

Трудно дать вполнѣ удовлетворительную классификацию суще­
ствующихъ видовъ проекцій, ибо многія изъ нихъ принадлежать къ 
числу условныхг, т. е. такихъ, способъ построенія которыхъ выбранъ 
настолько произвольно, что ихъ трудно подвести подъ какую-либо 
достаточно общую категорію. 

Очень многія изъ помѣщенныхъ въ сборникѣ Тиссо проекцій 
принадлежать къ числу проекцій или съ сохраненіемъ подобія въ без­
конечно малыхъ частяхъ, или съ сохраненіемъ площадей. 

44. На практикѣ установились для нѣкоторыхъ видовъ про-
екцій названія характера геометрическаго, хотя часто построеніе по-
добныхъ проекцій не связано ни съ какимъ опредѣленнымъ геометри-
ческимъ правиломъ и указывается аналитическою зависимостью между 
прямоугольными координатами точекъ карты и криволинейными коор­
динатами изображаемой поверхности. 

Къ числу такихъ терминовъ принадлежать названія картъ ци-
лгтдрическихъ и коническихъ. 

45. Цилиндрическою проекція называется тогда, когда ме-
ридіаны изображаются прямыми параллельными между собою, парал­
лели же изображаются прямыми перпендикулярными къ изображенію 
меридіановъ. 

Обозначая черезъгг, ѵ широту и долготу точки I f на поверхности 
вращенія, изображаемой на плоскости, получимъ общія Формулы ци­
линдрической карты при прямоугольныхъ координатахъ въ такомъ видѣ: 

х = у{и), у = ф(р), 

гдѣ (риф совершенно произвольный Функціи. 
Гораздо чаще названіе цилиндрической дается проеціи въслучаѣ 

ф (ѵ)=аѵ -+- Ъ, ибо тогда построеніе такой проекціи связываютъ съ 
проектированіемъ на нѣкоторый цилиндръ. 
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46. Проекція получаетъ названіе конической, если меридіаны 
изображаются прямыми, сходящимися въ одну точку, а параллели — 
круги концентрическіе, имѣющіе общій центръ въ точкѣ схода мери-
діановъ. 

Выбирая на картѣ полярныя координаты, получимъ общія Фор­
мулы для этой проекціи въ такомъ видѣ: 

Г = Ф {и), д = $(ѵ) 

гдѣ г радіусъ векторъ, Ѳ полярный уголъ, а <р и ф совершенно про­
извольный Функціи. 

"Чаще всего употребляются проекціи, въ которыхъ ф (v)=av-t-bt  

гдѣ а и Ъ числа постоянный; въ этомъ случаѣ названіе проекціи свя­
зывается съпроектированіемъ нанѣкоторый конусъ. Въслучаѣ a~l 
проекція называется центральною и обладаетъ свойствомъ, что углы 
между плоскостями меридіановъ, то есть разности долготъ двухъ 
пунктовъ, сохраняются и на картѣ. 

Проекція носить названіе поликонической, если параллели изобра­
жаются кругами не концентрическими. 

47. При изображеніи шара на плоскости употребляются еще два 
названія. 

, Центральная проекція носить названіе полярной, если полюсь 
шара принять за центръ карты, и проекція называется горизонталь­
ною или зенитальною, если за центръ карты принять какой нибудь 
пунктъ земного шара отличный отъ полюса; въ послѣднемъ случаѣ 
прямыми изображаются различные вертикалы даннаго мѣста, а кру­
гами альмикантараты, т. е. круги равныхъ высотъ. 

Формулы сферической тригонометріи даютъ возможность всегда 
перейти отъ полярной проекціи къ любой горизонтальной. 

48. Гномоническою называется проекція шара на плоскости, 
получаемая при помощи перспективах изъ центра шара. Эта проекція 
обладаетъ свойствомъ изображать всякій большой кругъ шара прямою 
линіею. Бельтрами *) показалъ, что изъ всѣхъ поверхностей только 
развертывающіяся на шаръ могутъ быть такъ изображены на 

*) Beltrami. Bisolnzione del Probleme: «Biportare i pnnti di una superficie sopra 
on piano in modo che le linee geodeüche vengono rappresentate da linee rette». Ânnali 
di Mathematica para ed applicata de B. Tortolini. t. I I I . p. 186, J866. 
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плоскости, что всякой геодезической линіи поверхности соотвѣтствуетъ 
прямая линія на плоскости. 

Дини поставилъ задачу о геодезическомъ изобраяіеніи одной по­
верхности на другой, т. е. о такомъ, чтобы геодезической линіи одной 
поверхности соотвѣтствовала геодезическая линія другой. 

49. Легко изобразить поверхность вращенія на плоскости, такъ 
чтобы всякой локсодроміи соотвѣтствовала прямая на картѣ. 

Употребляя картограФИческія координаты и и ѵ (см. § 14), по­
лучимъ уравненіе локсодроміи въ видѣ: 

V = au -+- Ъ, 

гдѣ а и Ъ постоянный произвольный. 
Очевидно, что проекція, обладающая требуемыми свойствами, 

опредѣляется уравненіемъ 

Ах -*- By -+- С = О, 

гдѣ А, В, G суть произвольный Функціи отъ а, Ъ. 
Частный случай этихъ проекцій представляетъ извѣстная Мер-

каторская (1569 г.) 
х — ѵ, у— и. 

50. Среди извѣстныхъ проекцій многія получаются при помощи 
нѣкотораго опредѣленнаго геометрическаго построенія. 

Таковы, между прочимъ, проекціи перспективный. Кромѣ обы­
кновенной перспективы на плоскость, употребляется иногда перспек­
тива данной поверхности на развертывающуюся поверхность, черезъ 
развертываніе которой получается искомая плоская карта. 

Обратимся теперь къ рѣшенію ряда задачъ слѣдующаго рода: 
найти всѣ поверхности изображаемый при помощи даннаго геометри­
ческаго построенія съ сохраненіемъ подобія въ безконечно малыхъ 
частяхъ или съ сохраненіемъ площадей. 

51. Прежде всего обратимся къ картамъ перспективнымъ. 
Возьмемъ центръ перспективы (точку глаза) за начало прямо-

угольныхъ координатъ; плоскость перспективы пусть будетъ г = а. 
Возьмемъ нѣкоторую поверхность £ и на ней точку М(Х, Г , Z). 

Пусть будетъ 
Х = Ф(и,ѵ), T—W{u,v), Z=Q(u,v).' 
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Обозначая координаты соответственной точки m карты черезъ 
X, у, получимъ 

Посмотримъ, какія изъ перспективяыхъ картъ и для какихъ по­
верхностей даютъ подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ. 

Обозначая черезъ к масштабъ, получимъ систему 

Подставляя полученный выраженія для е, f, g, получимъ 
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ибо другой множитель даетъ уравненія 

Первое предположеніе (82) даетъ Z= const, тогда масштабъ 
постоянный и карта есть перспектива плоскости, параллельной этой 
картѣ. 

Масштабъ к — ~ постоянный и карта сохраняетъ подобіе ко-
нечныхъ частей. 

Второе предположеніе (83) даетъ такъ называемую стереографи­
ческую проекцію шара 

X 2 - * - P - i - Z 2 — 5 Z = 0 (84) 

гдѣ Ъ число постоянное. Уравненіе (84) показываетъ, что точка глаза 
лежитъ на самой поверхности шара. 

52. Обратимся къ разсмотрѣнію перспективныхъ картъ, сохра-
няющихъ площади. 

Пусть, подобно предыдущему параграфу, точка глаза находится 
въ началѣ координатъ, плоскость перспективы Z— а, изображаемая же 
поверхность 

Z=f(X,7). 

Условіе сохраненія площадей даетъ диФФеренціальное уравненіе 

чего быть не можетъ, ибо задана не кривая линія, а поверхность. 
Итакъ, уравненіе (81) влечетъ за собою, какъ слѣдствіе, одно 

изъ двухъ: 
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гдѣ <р произвольная Функція. 

53. Изъ перспективныхъ изображеній поверхности на плоскости 
особеннаго вниманія заслуживаете случай изображенія плоскости не 
параллельной картѣ. 

Легко показать, что перспектива двухъ плоскостей представ-
ляетъ собою самый общій случай однозначнаго, такъ называемаго 
гомограФическаго соотвѣтствія, когда каждой прямой одной плоскости 
соотвѣтствуетъ определенная прямая другой *). 

54. При разсмотрѣніи перспективныхъ изображены необходимо 
остановиться еще на случаѣ, когда точка глаза уходитъ въ безконеч-
ность. 

Разсмотримъ сначала изображенія, представляющія прямоуголь­
ную проекцію. 

Пусть плоскость проекціи совпадает* съ плоскостью щ, а на-
правленіе проектированія параллельно оси я-овъ, тогда обозначая 
координаты точки на изображаемой поверхности черезъ X, Т, Z, & 
точки на картѣ ж, у, получимъ 

х==Х, у~ Y. 

*) Д. Граве. Куреь-аимитической гвожетрія 1893 г. Стр. 814. §§ 854—867. 

Вводя полярныя координаты 

получимъ 

Отсюда, интегрируя, получимъ 

Йтакъ, мы видимъ, что проектированіе при помощи перспективы 
искажаетъ, вообще говоря, площади; уравненіе (85) есть диФФеренці-
альное уравненіе тѣхъ поверхностей, которыя должны сохранять пло­
щади въ перспективѣ. Не трудно интегрировать уравненіе (85). 

_ Лежандрова подстановка обращаетъ это уравненіе въ слѣдующее: 
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Получается плоскость параллельная картѣ. 
Посмотримъ, когда ортогонально проектированный карты сохра-

няютъ площади. 
Необходимо, чтобы проектируемая поверхность имѣла во всѣхъ 

точкахъ нормаль, составляющую съ осью #-овъ постоянный уголъ. 
Искомая поверхность опредѣляется уравненіемъ 

рг -t-q2 — к2, 
которое интегрируется на основаніи самыхъ элементарныхъ сообра-
женій. Получается, очевидно, развертывающаяся поверхность. 

55. Обращаясь къ случаю косоугольной проекціи, мы замѣтимъ, 
что если будемъ проектировать заданную поверхность на плоскость 
X у не параллельно оси s-овъ, то, обозначая координаты точки на изо­
бражаемой поверхности черезъ X, Г , Z, получимъ уравненія карты 
въ впдѣ: 

X — X-+-IZ, y=Y-t-mZ, 

гдѣ I и m числа постоянный. 
Разсуждая аналогично съ тѣмъ, какъ это мы дѣлали для прямо­

угольной проекціи, мы покажемъ, что подобіе въ безконечно малыхъ 
частяхъ даетъ косоугольная проекція только для плоскости параллель­
ной картѣ. 

Сохраненіе площадей даетъ уравненіе 

Умножая (86) на Zv'2, (87) на —Zj Zv', (88) на Z^2 и склады­
вая, получимъ 

Посмотримъ, когда будетъ подобіе въ безконечно малыхъ 
частяхъ. Условія будутъ имѣть видъ: 
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Получается, очевидно, поверхность, развертывающаяся на пло­
скость. 

56. Обратимся теперь къ проекціямъ съ развертываніемъ. 
Изображенія эти образуются такъ. 
Указывается въ пространстве нѣкоторая развертывающаяся 

поверхность. 
Обыкновенно берутся поверхности простѣйшія, напр., прямой 

круговой цилиндръ или конусъ. 
При помощи опредѣленнаго геометрическаго построенія точкамъ 

заданной изображаемой поверхности сопоставляются точки на вспомо­
гательной развертывающейся, такъ что на развертывающейся по­
верхности получается некоторое изображеніе или карта изображаемой 
поверхности. Стоитъ только развернуть па плоскость вспомогательную 
поверхность, чтобы получить плоскую карту. 

Уравненія развертывающейся поверхности могутъ быть напи­
саны въ такомъ видѣ: 

х — аич-а, у = Ьи-ь-$, г — си 

гдѣ а, Ъ, с, а, ß, у суть Функцін отъ одного ѵ, удовлетворяющая 
следующему условію: 

ы_ ѵ_ і_ 
а' ß' Y' P * 

Здесь черезъ p обозначена общая величина отношеній. Имеемъ право 
предположить, что 
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уголъ ф — постоянный. 
Остается сопоставить точки вспомогательной развертывающейся 

поверхности съ точками изображаемой. 
Во многихъ употребляемыхъ на практикѣ проекціяхъ наиболѣе 

употребителышмъ способомъ соотвѣтствія точекъ на изображаемой 
и развертывающейся поверхностяхъ является перспектива съ постоян­
ной или перемѣнной точкой глаза. 

Обратимъ наше вниманіе на простѣйшіе и наиболѣе замѣчатель-
ные случаи подобныхъ перспективныхъ изображеній съ разверты-
ваніемъ. 

Разсмотримъ изображенія, получаемыя при помощи перспективы 
съ постоянной точкой глаза. Расположивъ эту точку въ началѣ коор­
динатъ, получимъ два уравненія 

aw-4-ос Ьм-4-ß е и - t - r / о п ч 

гдѣ X, Y, Z суть заданныя Функціи отъ м,, ѵ} криволинейныхъ коор­
динатъ на заданной поверхности. 

Рѣшая послѣднія уравненія (89) относительно и, ѵ, выразимъ 
эти послѣднія въ Фунщіяхъ отъ Mj, ѵг 

При разсмотрѣніи перспективныхъ картъ съ постоянной точкой 
глаза, будемъ всегда эту точку помѣщать въ началѣ прямоугольной 
системы координатъ. 

57. Обратимся къ проекціямъ цилиндрическимъ. Пусть будетъ 
вспомогательная развертывающаяся поверхность прямой круговой 
цилиндръ, ось котораго совпадаетъ съ осью Г-ОЪЪ. ' 

Получаемъ 

получимъ самыя общія Формулы для изображенія заданной поверхности 
въ развернутомъ видѣ 

гдѣ 



Уравненія цилиндра имѣютъ видъ : 

X — р cos V, y = çsinv, г — w, 

гдѣ р радіусъ основанія цилиндра. 
Развернувъ цилиндръ, получимъ карты, опредѣляемыя уравне-

ніями 

x = çv, у —и. 

Уравненія (89) для нашего случая имѣютъ видъ: 
р COS V р sin V и 

Т~ — Г ~ ~Z ' 

гдѣ X, Y, Z координаты точки на изображаемой поверхности. Отсюда 
0 = p a r c t g § , у = Р ? ^ Г і (90) 

Чтобы не вводить лишнихъ обозначеній, пусть при дальиѣйшемъ 
разсыотрѣніи проекцій (90) буквы и и ѵ обозначаютъ криволинейный 
координаты изображаемой поверхности, въ видѣ заданныхъ Функцій 
которыхъ выражены буквы X, Y, Z. 

58. Найдемъ всѣ карты вида (90) съ подобіемъ въ безконечно 
малыхъ частяхъ. 

Обозначая 
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ОбозначаяХ 2 -нГ 2 = .В 3 , нетрудно привести посдѣднія уравненія 
къ слѣдующему виду: 

Умножая уравненіе (91) на В'ѵ

2, (92) на —R'UR'V, а (93) на 
R'2 и складывая, получимъ 

Это уравненіе влечетъ, какъ слѣдствіе, 

откуда получимъ масштабъ карты. 
Принимая во вниманіе (94), получимъ одно изъ двухъ: 

Первое предположеніе даеть R = const и изображаемая поверх­
ность есть цилиндръ соосный со вспомогательнымъ. 

Второе предположеніе даеть поверхность 

Эта поверхность получается отъ вращенія круга вокругъ одной 
изъ его касательныхъ. 

59. Для поверхности, дающей карту съ сохраненіемъ площадей, 
получаемъ диФФеренціальное уравненіе 
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если будемъ считать х и у независимыми перемѣнными. Случай цилиндра, 
параллельнаго оси я-овъ, долженъ быть трактованъ отдѣльно. 

Производя Леясандрову подстановку, получаемъ 

Вводя новыя перемѣнныя независимыя 

Интегрируя по методѣ Лагранжа, получимъ 

гдѣ а произвольная постоянная величина. 
Отсюда полный интегралъ будетъ имѣть видъ: 

Обращаясь къ случаю цилиндра, предположимъ X, УФункціями отъ одного V, a Z Функціею отъ одного и, тогда условіе сохраненія площадей будетъ ииѣть видъ: 

Вводя новыя Функціи В и Q при помощи уравненій 

получаемъ 
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получается цилиндръ, основатель котораго служить лемниската Бер-
нулли. 

60. Обращаемся къ перспективнымъ эпиконическимъ изображе-
ніямъ. 

Возьмемъ сначала точку глаза на безконечности. Расположивъ ось 
•г-овъ параллельно направленію проектированія, возьмемъ её за ось вспо-
могательнаго конуса, вершина котораго пусть будетъ въ точкѣ z — Ъ. 

Уравненія конуса можно будетъ написать такъ: 

гдѣ а = cos 9 (уголъ <р при вершинѣ конуса). 
Обозначая черезъ X, Y, Z координаты точки на изображаемой 

поверхности, получимъ для опредѣленія карты въ развернутомъ видѣ 
уравненія 

61. Покажемъ, когда эти проекціи сохраияютъ подобіе въ без-
конечно-малыхъ частяхъ. 

Этому уравненію можно удовлетворить двоякимъ образомъ: ^ п о ­
лагая 1-—а?В*=0, что даетъ цилиндръ круговой соосный совспомо-

гательнымъ; 2) раздѣляя обѣ части на ^ — а 2 - В 2 и интегрируя, по­
лучимъ 
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Равенство нулю перваго множителя даетъ 

f(X,T) = 0, 

т. е. заданная поверхность цилиндръ съ образующими, параллельными 
направленію проектированія. Подобный цилиндръ на картѣ изобразится 
нѣкоторою линіею и не даетъ изображенія. 

Равенство нулю другого множителя даетъ коноиды : 

нетрудно замѣтить, что и коноиды ее могутъ дать изображенія съ 
подобіемъ въ безкояечно-мадыхъ частяхъ. 

иожетъ быть представлено въ видѣ: 

Уравненіе это влечетъ, какъ слѣдствіе, 

ибо уравненіе 

Умножая уравненіе (95) на B'vZ'v, (96) на — (R'UZ'V-*~R'VZ'H), 
(97) на R'UZ'U и скадывая, получимъ 

могутъ быть приведены къ виду: 

Уравненія 



Итакъ, остается предположеніе (98), но тогда по уравненіямъ 
(95), (96), (97) получимъ 

Въ обоихъ уравненіяхъ нужно брать одинъ и тотъ же знакъ у 
корня. Получаемъ, интегрируя, 

гдѣ с величина постоянная. 
Изображаемая поверхность обращается въ конусъ гомотетическій 

съ даннымъ. 
Для сохраненія площадей, какъ и елѣдовало ожидать, получается 

уравнение 
jß-+-qi= const. 

Косое проектированіе на конусъ. обыкновенно не разсматри-
вается. 

62. Разсмотримъ теперь эпиконическую перспективу съ точкою 
глаза въ началѣ координата. 

Карты определяются уравненіями 

Возьмемъ І и Г з а криволинейный координаты на поверхности 
и обозначимъ 

тогда получимъ, составляя выраженія е, f, g, 

гдѣ 



63. Обратимся къ проекціямъ, сохраняющимъ подобіе въ безко-
нечно-малыхъ частяхъ. 

Обозначая масштабъ карты черезъ к и обозначая 

гдѣ 

Уравненіе 

какъ легко видѣть, не даетъ дѣйетвительныхъ карп 
Остается | 2 = Ж 2 Л 2 , откуда 

Подставляя полученное выраженіе для g въ уравненія (100') 
(101% (102'), получимъ 

Знаки надо выбирать одновременно, или верхніе, или нижніе; 
отсюда 

получимъ уравненія для подобія въ безконечно-малыхъ частяхъ 

Исключая ряд, послѣ всвхъ прйведеній, получимъ 
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Получается диФФеренціальное уравненіе между Z и В, черезъ инте-
грированіе котораго получаемъ меридіанъ поверхности вращенія около 
оси я-овъ, изображаемой съ подобіемъ въ безконечно-малыхъ частяхъ 
при помощи нашей эпиконичеекой перспективы. 

Интегрируя уравненіе 

dZ(M* — R2) = dB(—BZ±Mm), 

получаемъ, при нижнемъ знакѣ, конусъ параллельный съ заданнымъ, 
ибо выходить 

dM=0, 
откуда 

M = const. 

При верхнемъ знакѣ получаемъ 

Дифференцируя, получаемъ 

Это уравненіе интегрируется непосредственно и мы получаемъ 

Z2-i-B* = cM. 

Итакъ мы видимъ, что меридіанъ искомой поверхности вращенія 
есть кругъ, проходящій черезъ начало координатъ и имѣющій въ 
этомъ началѣ касательную, параллельную заданному конусу. 

Разобранный уже нами въ параграфѣ 53 случай картъ эпи-

Это уравненіе можно переписать такъ: 

принимая же во вниманіе уравненіе (103), получаемъ 

Замѣняя а и У 1 — а 2 ихъ выраженіями черезъ SDÎ и М, получимъ 
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цилиндрическихъ можетъ быть разсматриваемъ какъ предѣльный для 
только что разобраннаго, когда касательная къ кругу совпадаете 
съ осью у-оъъ. 

64. Нанделъ эпиконическія перспективы, сохраняющая площади. 
ДиФФеренціальное уравненіе поверхности, изображаемой желае-

мымъ образомъ, имѣетъ видъ: 

Найдемъ удовлетворяющую этому уравненію поверхность вра-
щенія. 

Замѣняя s на у, Yxz-+-ya на х, получимъ для опредѣленія ме-
ридіана искомой поверхности вращенія диФФеренщ'альное уравненіе 

Послѣднее уравненіе очень просто интегрируется; при а = О, 
получается случай § 52. 

65. Обращаемся теперь къ картамъ эпицилиндрическимъ съ 
развертываніемъ перспективнымъ съ перемѣнною точкою глаза. 

Изъ проекцій такого рода употребляются такія, въ которыхъ 
точка глаза описываете окружность, концентрическую съ основаніемъ 
цилиндра и лежащую въ плоскости этого основанія, причемъ лучъ зрѣ-
нія всегда проходите черезъ ось цилиндра. 

Обозначая черезъ X, Y, Z координаты точки на изображаемой 
поверхности, мы получимъ слѣдующія Формулы, выражающія разсяа-
триваемую проекцію 

радіусъ вспомогательнаго цилиндра, а—радіусъ круга, описывае-
маго точкою глаза. 



66. Ограничимся болѣе простымъ случаемъ, когда точка глаза 
лежитъ на безконечности; тогда а = ео и уравненія, выражающія 
проекпДю, имѣютъ видъ: 

Разсмотримъ, какія изъ этихъ картъ сохраняютъ подобіе безко-
нечио-малыхъ частей. 

Для подобія въ безконечно-малыхъ частяхъ придется удовлетво­
рить системѣ 

Перемножая уравнения (106) и (106), и вычитая (104), умножен­
ное на (Z'u R'c — Z'^B'J2, получимъ 



Послѣднее уравненіе даетъ коноиды, которые проектируются по 
линіи и, следовательно, проекцій не даютъ. 

Второе предположеніе даетъ 

гдѣ с произвольная постоянная. 

Интегрируя, получаемъ 

Этимъ уравненіямъ можно удовлетворить, или полагая В = р, 
или же подставляя 
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Получается цилиндръ, построенный на половинномъ радіусѣ, что 
очевидно изъ геометрическихъ соображеній. 

Обращаемся теперь къ третьему случаю к2 В2— f = 0, тогда 
получимъ, или В = р, или же 

Z = f o n c t ( ü ) , 

т. е. поверхность вращенія. 
Для опредѣленія меридіана получимъ уравненіе 

Получается поверхность, образованная вращеніемъ цѣпной линіи 
около оси. 

67. Поищемъ теперь картъ разсматриваемаго рода, сохраняю-
щихъ площади. 

Уравненіе, которымъ эти карты опредѣляются 

Полагая с = 0, получимъ 

можетъ давать цилиндрическую поверхность 

Если же X и Г будемъ считать перемѣняыми независимыми, то 
приходимъ къ уравненію 
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Въ этомъ уравненіи, очевидно, перемѣнныя отдѣляются и мы по­
лучаемъ, полагая 

Остановимся на случаѣ 
а = оо 

то есть, когда точка глаза безконечно удалена; получаемъ тогда Фор­
мулу 

СОБф 

Составляя выраженія е, f, g, можемъ найти тѣ изъ этихъ проек-
цій, которыя сохраняютъ подобіе въ безконечно-малыхъ частяхъ, при 
помощи уравненій 

Послѣдній случай даетъ извѣстное эпицилиндрическое изображе-
ніе шара. 

68. Обращаемся теперь къ эпиконическимъ перспективамъ съ 
перемѣнной точкою глаза. Ограничимся, какъ и въ случаѣ эпицилин-
дрическихъ проекцій, положеніемъ точки глаза на кругѣ, лежащемъ 
въ плоскости перпендикулярной оси круговаго конуса, черезъ развер-
тываніе котораго получаются карты. Центръ этого круга лежитъ на 
оси конуса и лучъ зрѣнія проходитъ черезъ ось г-овъ. 

Не трудно убѣдиться, что такія проекціи опредѣляются уравне-
ніями 

Получается извѣстная винтовая поверхность, выражаемая въ эл-
липтическихъ Функціяхъ; при а = 0 получаемъ шаръ 

слѣдующее выраженіе 

или окончательно 
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причемъ знаки у корня въ двухъ уравненіяхъ должны быть одинако­
вые. Умножая первое уравненіе на du, а второе на dv и складывая, 
получаемъ диФФеренціальное уравненіе меридіана искомой поверхности 
вращенія, изображаемой съ сохраненіямъ подобія въ безконечно-ма-
лыхъ частяхъ. 

Это травненіе имѣемъ видъ: 

Раскрывая, получимъ 
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получимъ послѣ простыхъ преобразованій уравненіе 

а за ихъ искомую Функцію 

Къ послѣднему же уравненію легко примѣвяется теорема Ла-
гранжа черезъ добавленіе уравненія 

гдѣ а произвольная постоянная величина. 



Г Л А В А IL 

О проекціяхъ поверхности вращенія на плоскости, въ которыхъ 
меридіаны и параллели изображаются прямыми и кругами. 

1. Настоящая глава посвящается рѣшенію ряда вопросовъ о на-
хождевіи всѣхъ способовъ изображенія поверхности вращеиія на пло­
скости, опредѣляемыхъ однимъ или двумя диФФеренціальными уравне-
ніями (см. гл. I), въ которыхъ меридіаны и параллели изображаются 
на картѣ линіями заданнаго вида. 

Въ практическомъ отношеніи весьма важно имѣть проекціи, въ 
которыхъ сѣтки меридіановъ и параллелей состояли бы изъ "линій 
простѣйшаго вида. Таковы карты, которыхъ сѣтки состоятъ изъ пря-
мыхъ линій и круговъ. 

Для кратности будемъ называть прямолинейными такія проек-
ціи, у которыхъ обѣ системы (какъ меридіаны, такъ и параллели) со­
стоятъ изъ прямыхъ линій; смѣшанными—проекціи, у которыхъ одна 
система прямолинейная, а другая состоитъ изъ круговъ; и наконецъ 
круговыми, если обѣ системы круги. 

Въ первый разъ подобный вопросъ для случая картъ сохраняю­
щихъ подобіе въ безконечно-малыхъ частяхъ былъ рѣшенъ Лагран-
жемъ *). 

*) Lagrange. Sur la construction des cartes géographiques. Nouveaux Mémoires 
de l'Académie royale des Sciences et Belles Lettres de Berlin, année 1779. Oeuvres Com­
plètes. Tome quatrième, page 637. 
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Въ своихъ двухъ мемуарахъ о построеніи географическихъ картъ 
знаменитый ученый выводить круговыя проекціи изъ общихъ Фор-
мулъ, рѣшающихъ общую задачу о картахъ съ сохраненіемъ подобія, 
черезъ подборъ произвольныхъ ФункпДй. 

Подобный вопросъ былъ рѣшенъ А. Коркинымъ *) для зйле-
ровскихъ проекцій, причемъ путь рѣшенія автора аналогиченъ съ 
соображеніями Лагранжа. 

Гораздо болѣе труднымъ является, поставленный имъ же вопросъ 
о нахожденіи всѣхъ прямолинейныхъ, смѣшанныхъ и круговыхъ про-
екцій, сохраняющихъ площади безъ перпендикулярности меридіановъ 
и параллелей, принятой въ проекціяхъ Эйлера. 

Въ настоящей главѣ мы покажемъ прямой способъ нахожденія 
всѣхъ прямолинейныхъ, смѣшанныхъ и круговыхъ проекцій для глав-
нѣйшихъ сортовъ картъ. 

Сначала мы разсмотримъ задачу объ ортогональныхъ траекто-
ріяхъ, изъ нея какъ частный случай получатся карты сохраняющія 
подобіе въ безконечно-малыхъ частяхъ, а также карты Эйлера. За-
тѣмъ мы разсмотримъ карты, сохраняющая площади. 

2. Обращаемся къ разсмотрѣнію ортогональныхъ траекторій. 
Даны двѣ системы кривыхъ 

Поставимъ себѣ задачею найти, какое ограниченіе накладываете 
уравненіе (3) на Функціи f и F, если онѣ будутъ даннаго характера. 

*) А. Korkine. Sur les cartes géographiques. Mathematische Annalea, В. XXXI. 
S. 589. 

Получаемыя отъ измѣненій ѵ кривыя составляютъ одну систему 
и определяются уравненіемъ (1). 

Другую систему даетъ уравненіе (2). 
Условіе ортогональности имѣетъ видъ: 
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Уравиенія (1) и (2) черезъ рѣшеніе относительно хшу даютъ 

x = q(u,v), y~ty(u,v) .(4) 

Условіе ортогональности обращается въ такое: 

teta Q ( 5 ) 

ди оо du дѵ х ' 

Уравненіе (1) черезъ рѣшеніе относительно у обращается въ 
такое: 

у = ф(х,ѵ) (6) 
отсюда 

ду ы дх ду /./ дх ы 
дй У1 я ди7 дѵ !г X дѵ У*ѵ' 

Въ этой Функціи ф мы предполагаемъ х входящимъ явно, тогда 
какъ V можетъ входить подъ знакомъ неизвѣстныхъ Функцій, подлежа-
щихъ опредѣленію изъ дальнѣйшихъ разсужденій. 

Подставляя въ уравненіе (5) и сокращая на получимъ 

%Ѵ-*-#;)+Ф.Ф.=9 (7) 

Это послѣднее уравненіе позволяетъ выразить частныя про­
изводный 

дх дгх дгх 

черезъ X и ѵ. 
Черезъ тѣ же буквы выразятся производный 

ду д*у дЗу 
дѵ ' de* » дѵ3 ' W 

Будемъ эти производный (8) и (9) обозначать для краткости 
знаками 

j и Iii i a m 3t, X , X . y, y , y 

Возьмемъ теперь уравненіе (2). Положимъ, чтохарактеръ Функ-
ціи F заданъ, т. е., другими словами, заданъ видь Функціи F относи­
тельно перемѣнныхъ х и у, тогда какъ и можетъ входить не явно, 
какъ аргумента различныхъ Функцій, служащихъ параметрами Функ-
ціи F. 



Дифференцируя приличное число разъуравнеяіе(2)по4>, иожемъ 
исключить букву и, другими словами, получимъ диФФеренціальноеурав-
неніе кривыхъ (2) 

Û f o У, У, я", / , . . . ) = О (10) 

Подставляя въ послѣднее уравненіе вмѣсто у, х, у', х", у", ихъ 
выраженія черезъ х и ѵ, получимъ окончательное уравненіе 

Л (х,ѵ) = 0 (11) 

въ которое X входить явно, a перемѣнная ѵ не явно, то есть подъ зна­
комь тѣхъ Функцій и нѣкотораго числа ихъ производньіхъ, которыя 
входятъ параметрами въ уравненіе (6). 

Уравненіе (11) должно быть, очевидно, тождествомъ, ибо иначе 
оно опредѣлило бы х какъ Функцію отъ одного ѵ, а тогда отъ одного ѵ 
зависилъ бы ъу на основаніи уравненія (6), что невозможно. 

Требованіе, чтобы уравненіе (11) было тождествомъ, достаточно 
ограничиваетъ, какъ мы увидимъ далѣе, искомый ФУНКЩ'И, ибо полу­
чается для опредѣленія ихъ рядъ обыкновенныхъ совокупныхъ ДИФ-
Ференціальныхъ уравненій. 

Удовлетворивъ самымъ общимъ образомъ тождеству (11), мы 
тѣмъ самымъ получимъ видъ Функціи ф (х, у) въ уравненіи (6). Для 
окончания задачи придется интегрировать уравненіе (7), которое бу­
детъ имѣть определенный видъ, когда будутъ найдены всѣ параметры 
функціи ф (х, ѵ). 

Необходимо помнить, что уравненіе (7) будетъ обыкновенное ДИФ-
Ференціальное уравнение между двумя перемѣнными х и ѵ, но послѣ 
интегрированія необходимо постоянную произвольную считать про­
извольною Функціею отъ и. 

Проинтегрировавъ уравнеаіе (7), мы получимъ самое общее вы-
раженіе х черезъ и и ѵ; подставляя полученное выраженіе ж-са въ 
уравненіе (6) получимъ величину у, такъ что получатся искомыя 
функціи 9 (и, V), ф (м, ѵ). 

3. Обратимся теперь къ нахожденію ортогональныхъ проекцій 
прямолияейныхъ, смѣшаыныхъ и круговыхъ. 

Обращаясь къ послѣднему вопросу, мы найдемъ проекціи прямо­
линейный, слѣдуяшагъзашагомъ изложенному общему способу, чтобы 
изъяснить на примѣрѣ изложенный общія соображенія, хотя нахожде-
ніе ортогональныхъ траекторій для случая прямыхъ и круговъ есть 
задача совершенно элементарная. 
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Итакъ, уравненіе (6) должно быть.уравненіемъ прямыхъ: 

у = ах •+- Ъ. 

гдѣ и и Ъ нѣкоторыя искомый Функціи отъ ѵ; 

ф(х,ѵ) = ахч-Ъ, ф'я — а, gïv = а'хч-Ъ', 

гдѣ а и Ъ' суть производный отъ искомыхъ Функцій а и Ъ по ѵ. Урав­
нение (7) обращается въ слѣдующее: 
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Послѣднее уравненіе имѣетъ видъ: 

гдѣ В совершенно произвольная Функція отъ и. 
Итакъ, линіи одной системы определяются уравненіемъ 

у = кх-*-Ь. (17) 

где к число" постоянное, &Ь совершенно произвольная Функція отъ ѵ. 

Уравненіе Ш0 = О даетъ а' = 0, следовательно, Функція а обра­
щается въ число постоянное, которое мы обозначимъ черезъ к; но тогда 
т = 0, Ж = 0 , N.= ri. 

Уравненіе 9Rj = 0 удовлетворяется само собою;уравнетеи)?2=0 
обращается въ такое 

Уравнеше (15) должно быть тождествомъ, а потому надо по­
ложить 
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Исключая изъ уравненія (17) Фунвцію Ъ при помощи уравненія (16), 
получимъ уравненіе другой системы 

у = — 1 х + В... (18) 

гдѣ В совершенно произвольная Функція отъ и. 
Двѣ системы прямолинейныхъ траекторій, какъ это и очевидно, 

состоять изъ прямыхъ, параллельныхъ между собою, причемъ прямыя 
одной системы перпендикулярны къ прямымъ другой. 

4. Очевидное по геометрическимъ соображеніямъ рѣшеніе изло­
женной задачи можетъ быть получено проще на основаніи слѣдую-
щихъ элементарныхъ аналитическихъ соображеній. 

Уравненія (1) и (2) въ случаѣ прямолинейной системы имѣютъ 
видъ: 

ах •+- Ъу с = 0 ..(19) 

Ax-t-By-i-C— 0 .(20) 

гдѣ а, Ъ, с суть Функціи отъ переменной независимой ѵ, а А, В, О 
суть Функціи отъ и. 

Условіе перпендикулярности прямыхъ (19) и (20) напишется 
такъ: 

<іА-і-ЪВ = 0 (21) 

Этому уравненію можно удовлетворить или полагая а = 0 , J5=0, 
оставляя другія Функціи совершенно произвольными, или же 

Послѣднее уравненіе, будучи тождествомъ, даетъ 

5. Обращаясь къ нахождению смѣшанныхъ траекторіі, мы не 
будемъ слѣдовать буквально изложенной въ началѣ общей теоріи, ибо 
проще поступать иначе. 

гдѣ к число постоянное. 
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Уравненія (1) и (2) въ данномъ случае принимаютъ видъ: 

(х — af-*-(y—bf=r> (23) 

у — Ах — Б = 0 (24) 

гдѣ а, Ъ, г суть Функціи отъ одного ѵ, а А и В отъ одного м. 
Условіе ортогональности даетъ 

Ъ — Аа — В—0 (25) 

Разсматривая уравненіе (25), которое должно быть тождествомъ, 
мы замѣчаемъ, что нельзя число А считать постояннымъ, ибо тогда та­
ково же должно быть и число В, следовательно, дифференцируя но и, 
получимъ 

— А'а — В' = 0, 
гдѣ А' не = 0. Отсюда 

а = — * (26) 

гдѣ к нѣкоторое постоянное число. 
Интегрируя получимъ 

B = —Ak-+-1 (27) 

гдѣ I новая постоянная произвольная величина. 
Подставляя полученное выраженіе для В въ уравненіе (25) и 

замѣчая, что на основаніи (26) a = fe, получимъ 

Ъ — Ак-+-Ак — 1 = 0, 

откуда Ъ = I; итакъ, круги (23) должны быть концентрическіе; ихъ 
уравненіе есть 

(х—kf -+- {у — If = і* (28) 

гдѣ г совершенно произвольная Функція отъ ѵ. 
Складывая уравнены (24) и (27), получимъ другую систему 

у — 1 = А(х — к) (29) 

гдѣ А совершенно произвольная Функція отъ и. 
Прямыя (29), следовательно, какъ и слѣдовало ожидать, обраща­

ются въ радіусы концентрическихъ круговъ (28). 



6. Обращаясь къ круговымъ траекторіямъ, будемъ разсуждать 
аналогично. 

Уравяенія (1) и (2) въ разсматриваемомъ случаѣ будутъ 

гдѣ а, Ъ, г суть Функціи отъ ѵ, а. А, В, R отъ и. 
Условіе ортогональности напишется такъ: 

(а — Äf-i-ф — Bf = R2-*-r2 (32) 

Прежде всего замѣтимъ, что уравненіе (32) показываетъ, что ' 
ни одна изъ системъ круговъ не иожетъ быть концентрическою. 

Въ самомъ дѣлѣ, если, наприиѣръ, a и Ъ числа постоянный, то и 
г должно быть числоиъ постоянньшъ, ибо изъуравненія (32) выходитъ 

г« == (а — А)*-*- ф —Bf—В2: 

функція отъ одного V должна равняться Функціи отъ одного и. 
Дифференцируя уравненіе (32) по ѵ, получимъ 

а (а — А)ч-Ъ'(Ь — В) = гг. 

Дифференцируя еще разъ по и, получимъ 

а'А'ч-Ъ'В'=0. 

Если а не = 0, то и В' не будетъ равно нулю; следовательно, 

ѵ__ л' 
а'~ В'~ *' 

гдѣ к число постоянное. Интегрируя получаемъ, 

Ь — ак+1 (33) 

В=—і- А-+-т (34) 

Итакъ мы видимъ, что центры круговъ лежатъ на двухъ вза­
имно перпеядикулярныхъ прямыхъ, опредѣляемыхъ уравнениями (33) 
и (34). 
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Возыиемъ эти прямыя за оси координатъ, тогда 

о = 0 , 5 = 0 . 

Условіе перпендикулярности (32) обращается въ такое: 

А * = г*. 
Отсюда 

А2—В2= г2 — Ъ2. 

Функція отъ и равна Функціи отъ ѵ, слѣдовательно, обѣ Функціи 
должны приводиться къ постоянной величинѣ. 

Обозначая это постоянное черезъ п2, получимъ 

А2— п а =В2 (35) 

Ъ2-+-п2 = г2 (36) 

Итакъ, двѣ Функціи А и Ъ остаются совершенно произвольны. 
Послѣднія уравненія даютъ простой способъ проведенія окружностей, 
принадлежащихъ той или другой системѣ. 

Изъ начала координатъ, какъ центра, радіусомъ (см. черт. 5) 
ОС = п описываемъ окружность 0Cl D, которая встрѣчаетъ осьж-овъ 
въ точкахъ G и С г Окружности одной системы имѣютъ центры на 
оси у-оъъ и проходятъ черезъ точки С и Сѵ Окружности же другой 
системы можно строить на основаніи слѣдующихъ геометрическихъ 
соображеній. Примемъ произвольную точку А оси ж-овъ за центръ и 
опишемъ изъ нея радіусомъ АО полуокружность ODB, которая встрѣ-
чаетъ ось ж-овъ въ точкѣ В, а окружность GDG1 въ точкѣ D . Точка 
В будетъ центромъ окружности, принадлежащей второй системѣ и 
имѣющей радіусъ равный ВВ. 

• 7. Прямолинейный, смѣшанныя и круговыя проекціи съ сохра-
неніемъ подобія въ безконечно малыхъ частяхъ получаются, очевидно, 
какъ частный случай ортогональныхъ траекторій черезъ подборъ 
остающихся произвольныхъ Функцій. Такимъ путемъ мы приходимъ 
къ картамъ Лагранжа. 

Разсмотримъ, въ самомъ дѣлѣ, проекціи прямолинейный. 
Пусть на картѣ меридіаны будутъ параллельны оси #-овъ, а па­

раллели оси ж-овъ. 
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Тогда будемъ имѣть 
х=Г, Y=U, 

гдѣ V Функція отъ одного V, a U Функція отъ и. 
Для сохраненія подобія въ безконечно-малыхъ частяхъ необхо­

димо, чтобы диФФеренціалы дугъ, соотвѣтствующіе въ каждой точкѣ 
меридіану и параллели, на изображаемой поверхности и на картѣ были 
пропорціональны, что даетъ для случая изображенія шара на плоскости 

ü'du du 
V dv cos udv' 

Отсюда 

U' cos И = V = К, 

гдѣ К число постоянное. Интегрируя получимъ 

U = h \ т = М % с 0 Ц т - т ) 

Взявъ начало координатъ въточкѣ Ѵ=-0, И=0, получимъ Z=0 , 
M = 0; карта опредѣляется уравненіями 

Х = КѴ, Y = K\GCOTG(J — -J). 

При К = 1 получаемъ Меркаторскую проекцію. 
Если поверхность вращенія даетъ для линейнаго элемента вы-

раженіе 

ds2 = du* -t- со2 dv2, 

то мы получимъ слѣдующія Формулы 

Х — КѴЧ-Ï, У = К J" ̂  -+-Т. 

8. Разсматривая проекціи смѣшанныя, надо отличать Два случая: 
1) меридіаны прямые, а параллели круги и 2) меридіаны круги, а па­
раллели прямыя. 

Въ первомъ случаѣ, уравненія (28) и (29), выведенный при 
разсмотрѣніи ортогональныхъ траекторій, могутъ быть написаны такъ: 
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*) С. F. Gauss. Allgemeine Auflösung der Aufgabe: die Theile einer gegebenen 
Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird. Эта проекція употреблена в ь 
звѣздномъ атіасѣ Гардинга, публикованной, въ Гётингенѣ съ 1803 по 1822. 

здѣсь г есть Функція отъ одного и, а <р Функція отъ ѵ. 

Условіе подобія въ безконечио-малыхъ частяхъ выразится такъ: 

гдѣ X постоянная величина. 
Интегрируя получаемъ 

Въ случаѣ шара получаемъ « = COSM, откуда 

Полученная проекція предложена Ламберто мъ, но извѣстна болѣе 
подъ названіемъ конической проекціи Гаусса *). 

Когда Х = 1, получается полярная стереографическая проекція. 
Во второмъ' случаѣ надо считать г Функціею отъ ѵ, а <р отъ «, тогда 

гдѣ X постоянная величина. Интегрируя получаемъ 
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9. Обращаемся къ случаю нроекцій круговыхъ. 
На основаніи соображеній параграфа 6 получаемъ 

ж = ç cos 9, y = Vf — w3-t-psm<p, 

гдѣ р какъ радіусъ меридіана есть Функція отъ одного ѵ, а <р вспомо­
гательный уголъ, который нужно считать Функціею отъ двухъ аргу-
ментовъ и и v. 

Дифференцируя послѣднія уравненія, получимъ 

Если наши координаты и и ѵ картограФическія, то должны удо­
влетворяться уравненія 

Подставляя выраженія (37) и (38) производныхъ въ уравненіе 
(39), получимъ 

Изъ уравненія (40) получаемъ подобнымъ же образомъ 

ДиФФеренцируя уравненіе (42) и пользуясь уравненіемъ (41), 
получимъ 

Подобнымъ же образомъ, дифференцируя уравненіе (41) по г* и 
пользуясь уравненіемъ (42), получимъ 

сравнивая выраженія (43) и (44), получимъ 
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Этому ураввенію возможно удовлетворить не иначе какъ полагая, 

Эти два уравненія, какъ нетрудно видѣть, равносильны. 
Интегрируя уравненіе (45), получимъ 

гдѣ h нѣкоторая постоянная величина. 

Вводя вмѣсто радіуса р ординату центра 

Найдемъ теперь уголъ <р и тогда задача будетъ окончена. 
Принимая во вниманіе, что 
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Другой родъ изобразивши получимъ, мѣняя ролями буквы и ъ ѵ. 
Выведенный нами Формулы согласуются вполнѣ съ Формулами 

Лагранжа, полученными другимъ путемъ. Мы не будемъ подробно 
разсматривать полученный проекціи, ибо это сдѣлано у Лагранжа. 

Укажемъ только, что при к = получается въ случаѣ изображенія 
шара на плоскости стереографическая проекція. 

Итакъ, резюмируя сказанное о задачѣ Лагранжа, мызамѣчаемъ, 
что получается пять видовъ проекцій: одна прямолинейная, двѣ смѣ-
шанныя и двѣ круговыя. 

10. Обращаясь къ картамъ Эйлера, рѣшимъ такую задачу: 
найти всѣ проекціи Эйлера, меридіаны которыхъ прямыя. 

Приличнымъ выборомъ перемѣнныхъ, какъ мы видѣли въ первой 
главѣ, карты Эйлера приводятся къ уравненіямъ 

Уравненіе меридіановъ можетъ быть написано такъ: 

гдѣ а и Ъ суть Функціи отъ ѵ. 
Дифференцируя, получимъ 

Подставляя въ уравненіе (50), получимъ 

интегрируя по м', получаемъ 

гдѣ с новая Функція отъ ѵ, вводимая интегрированіемъ. Подставляя 
выраженія (52) въ уравненіе (51), получимъ 



— 80 — 

Надо разсиотрѣть два случая:'!) «' = 0 и 2) d не = 0 . 
1) о' = 0. 
Уравненіе (58) даетъ Ь"— О, отсюда a = fc, b' = l, гдѣ и i 

исключая V между уравненіяии (60) и (61) получимъ, уравненіе па­
раллелей 

У = ~ІХ-*-т+^(и-П). 

Итакъ, меридіаны въ полученной проекціи суть прямыя, парал-
лельныя между собою, параллели же перпендикулярны къмеридіанамъ. 

Это послѣднее уравненіе (56) должно быть тождествомъ, а по­
тому, приравнивая нулю коэФФиціенты при различныхъ степеняхъ х, 
получимъ три уравненія 
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Формулы, выражающія проекцію, будутъ гораздо проще, если 
мы выберемъ оси координатъ параллельно линіямъ сѣтки, полагая въ 
уравненіяхъ (60) и (61) к —О 

При 1—\ получается извѣстная цилиндрическая ироекція .Лам­
берта. 

2 ) а н е = 0. 
Раздѣляя обѣ част» уравненія (57) на я'(1 - » -Й 2 ) , получимъ 

2аа' 
а' 1 -*- а*' 

Интегрируя, получимъ а — 2к (1-+- а2), гдѣ к число постоянное. 
Интегрируя еще разъ, получимъ 

a = tg(2kv-t-l). 

Интегрируя уравненіе (58), получимъ 

Интегрируя еще разъ, 

Ъ — —mtg{2ho-t-l)-*~n (62) 

Отсюда уравненіе меридіановъ имѣетъ видъ: 

y — ïg{2kv-+-l){x — Т)-+-Л . . . . . . . . . . .(63) 

Выведенное уравненіе показываете., что всѣ меридіаны сходятся 
въ одну точку, имѣющую координаты х = т, у=п. Параллели, какъ 
ортогональный траекторіи, будутъ понятно концентрическими кругами, 
имѣющими общій центръ въ точкѣ (m, п). Это видно изъ нашйхъ Фор-
мулъ, ибо* интегрируя уравненіе (59) получимъ 

гдѣ и9 новая постоянная величина. 
6 
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Изъ уравненій (64) и (65) можно исключить ѵ, тогда получимъ 

(ж — mf -+- (у — nf = . 

Итакъ, получаемъ для параллелей конпентрическіе круги, радіусъ 
которыхъ выражается ло Формулѣ 

У * ' 

Получается Ламбертова коническая проекція. 
Другую проекцію мы получимъ, мѣняя ролями и и ѵ. 

11, Найдемъ теперь всѣ карты Эйлера съ круговыми мери-
діанами. 

Пусть меридіаны будутъ заданы слѣдующйми уравнениями: 

X — а -+- р cos <{> (66) 

у = Ь рs in? . . . . . ... . . . . . . . (67) 
гдѣ а, Ъ и р суть искокыя Функціи отъ одного ѵ, a 9 вспомогательный 
уголъ, который будемъ разсматривать какъ Функцію отъ и и ѵ. 

Для того чтобы удовлетворить уравненіямъ (50) и (61), будемъ 
дифференцировать уравнения (66) и (67) 
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Уравненіе же (51) даетъ 

P = а' su* ? — Ь' cos <р (69) 

Интегрируя уравненіе (68) по и, получииъ 

pa'sinç — p6'cos(p-i-pp'9 = M-t-M) (70) 

здѣсь w новая Функдія отъ ѵ, вводимая интегрированіемъ. 
Дифференцируя уравненіе (70) по ѵ, получииъ 

(ра/ srn 9 — (p V)' cos <p -+- (p p')' 9 — w' -+-

-•-(p'ep[a'cos9-b&'sm<p-i-p'J = 0 (71) 

Исключая изъ уравненія (69) и (71) производную <р'в, получимъ 

(pa')'sin (p — (pb')'cos9-b(pp')'9 — w 

•+- (a'côs9-i-&'sin 9 -+- p') (a sin 9-—Ъ' cos 9) = О 

Послѣднее уравненіе должно быть тождествомъ, что даетъ 

а—О, Ь' — 0, рр' = &, w ' = 0 , 

гдѣ & число постоянное; отсюда координаты центра меридіана о и b 
числа постоянный и, следовательно, меридіаны суть круги концентри-
ческіе 

р == V2kv-*-l, w = const 

«H-IP 

Получились проекціи уже найденныя. 
Итакъ, круговыхъ картъ Эйлера нѣтъ. 
Существуетъ только одна прямолинейная проекція и двѣ смѣ-

шаиныхъ. 
Этотъ результатъ высказанъ безъ доказательства въ статьѣ 

Коркина «Sur 1а construction des cartes géographiques». 

12. Обращаясь къразсмотрѣнію картъ, сохраняющихъ площади 
безъ условія перпендикулярности меридіановъ и параллелей, я долженъ 
замѣтить, что всѣ прямолинейный и смѣшанныя проекціи этого рода 
получены мною въ статьѣ: «о проевціяхъ поверхности вращенія на 

6* 
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плоскости, въ которыхъ сохраняются площади, меридіаны же изобра­
жаются прямыми, а параллели кругами» *). 

Здѣсь я покажу выводъ этихъ проекцій инымъ путемъ, а также 
рѣшеніе задачи о нахожденіи картъ круговыхъ. Эта послѣдняя задача 
представила значительный трудности. 

13. Обратимся къ задачѣ самой общей. 
Проекціи, сохраняющіяплощади, должны, конечно, удовлетворять 

уравненію, которое можетъ быть представлено въ видѣ: 
x'Jv—x'J»=l (5°) 

Требуется подобрать Функціи 

x = f(u,v), y = fy(u,v) (72) 

такъ, чтобы онѣ удовлетворяли уравненію (50) и давали для меридіа-
новъ и параллелей линіи заданнаго вида. 

Исключая изъ уравненій (72) широту и, мы получимъ уравненіе 
меридіановъ, которое напишется такъ: 

y = f{x,v) (73) 

Подобнымъ же образомъ уравненіе параллелей будетъ имѣть видъ: 

у = ¥(х,и): . . . . . . - (74) 

Дифференцируя уравненіе (73), получимъ 

Подставляя въ уравненіе (60), получимъ 

f > ' „ = l . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 7 5 ) 

Интегрируя уравнѳніе (75) по и, подучнмъ 

//*.(*,») (te = « - i -w (76) 
w произвольная Функція отъ а внтегралъ «зять въ- нредіиоЗй)»евіи 
V постояннаго. 

*) Извѣстія Императорской Акадеыіи Наукъ. 1894, Лг 1 Сентябрь, стр. 73—85. 



- 85 — 

Уравненіе (76) имѣетъ, следовательно, видъ: 

о (х,*/) = м-+-и>. (77) 

Функція » выражается явно черезъ -ж, если видъ меридіановъ 
заданъ, a перемѣнная ѵ входитъ неявно, какъ аргументъ параметровъ 
уравненія меридіановъ, 

Примемъ теперь въ разсчетъ заданный видъ параллелей. 
Если уравненіе параллелей (74) задано, то это значить, что за­

дана Функпія F отъ X, параметры которой суть нѣкоторыя Функціи 
отъ и. 

Исключимъ неремѣнную величину и при помощи дифференциро­
вания, другими словами, напишемъ диФФеренціальное уравненіе парал­
лелей : въ предположен»! и постояннаго. Придется дифференцировать 
по f . 

Такъ какъ во всемъ дальнѣйшемъ разсужденіи мы будемъ диф­
ференцировать по V, то будемъ производный отъ у и х по ѵ обозначать 

у, у"- •. 

тогда диФФеренціальное уравненіе параллелей будетъ имѣть видъ: 

Эти Формулы даютъ возможность исключить изъ уравненія (78) 
производный отъ у. Получаемъ уравненіе 

П(ѵ, X, X, ж",. • •) — 0 (81) 

Производный же отъ ж исключимъ на основаніи уравненія (77); 

въ самомъ дѣлѣ, 
а ' т X -+- оі „ = w. 

Отсюда 
х'^^(х,ѵ) . (82) 
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Дифференцируя, получимъ 

^ S ^ S - S ^ + S - ^ ) <8 3 ) 
и т. д. 

Подставляя вмѣсто х, ж",.» въ уравненіе (81) Функціи ^(ж, г?), 
^(ж, ѵ),..., мы получимъ окончательно уравненіе 

W(x,v) = 0 . . (84) 

Въ это послѣднее уравненіе ж входить явно. 
Это уравненіе должно быть тождествомъ, ибо иначе оно опреде­

ляло бы ж, какъ Функцію отъ одного ѵ, но тогда на основаніи уравне-
нія (77) и выражалось бы черезъ ѵ, что невозможно. Переиѣнная ж 
не можетъ быть постоянною, ибо она должна зависить отъ и или ѵ. 

Мы видѣли уже на рядѣ примѣровъ, какъ значительно ограни­
чиваются входящія въ уравненіе Функціи требованіемъ, чтобы урав-
неніе было тождествомъ. 

Решить поставленную задачу, это значить удовлетворить тож­
деству (84) самымъ общимъ образомъ. 

Когда найдены всѣ коэФФиціенты уравненія меридіановъ и Функ-
ція w, проекція определяется вполне уравненіями (73), (77). 

14. Проекціи прямолинейныя. 
Пусть уравненіе меридіановъ будетъ 

у = ах-*-Ъ (85) 

где аъЪ суть некоторый Функціи отъ долготы v. 
Надо удовлетворить уравнению 

но подставляя 
у'н — ах'и, у\ = ах-+- ах'ѵ -+- Ъ', 

получимъ 

а'хх'ич-Ъ'хи=1. 

Интегрируя по и, получимъ 
~ иРч-Ь'х = «*-+-«? (86) 

где w некоторая произвольная Функція отъ ѵ. 
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Разсмотримъ сначала случай, когда параллели изображаются 
прямыми, параллельными между собою. 

Взявъ направленіе оси у-овъ параллельно направлению этихъ пря-
мыхъ, получимъ 

ж' = 0 (87) 

гдѣ для краткости символомъ х обозначена производная ж-са по ѵ; 
то же значеніе символа х оставимъ во всемъ дальнѣйшемъ. 

Подобнымъ же образомъ будемъ обозначать символами х", х'",... 
производный, взятыя въ предположеніи и постояннаго. 

ДиФФеренпдруя уравненіе (86) по ѵ, получимъ 

Ç X2 -+- Ъ"х — w -+- (а'х -+- Ъ') X = 0, (88) 

принимая же во веиманіе уравненіе (87), получимъ 

Çz*-h-b"x—w' = 0. 
Отсюда 

а"=0, Ъ"= 0, w' = 0; 

интегрируя, получаемъ 

a = kv-t-l, Ъ — кгѵ -н- Іг, іѵ = т; 

Итакъ, уравненіе меридіановъ имѣетъ видъ: 

у = х(кѵ ч-1)чг-к^-+-1 (89) 

Что касается до уравненія параллелей, то оно получается изъ 
уравненія (86) и имѣетъ видъ: 

х*к-+- 2\х = 2{и-+-т) (90) 

Карты определяются двумя уравненіями (89), (90). 

15. Обращаемся къ общему случаю. 
ДиФФеренціальное уравненіе прямыхъ линій имѣетъ видъ: 



Подставляя въуравненіе (91), получимъ 

гдѣ 

Обращаясь къ уравнению ü f 0 = О, мы замѣчаемъ, что случая а '=4) 
нечего разсматривать, ибо получаются проекціи, выводимый изъ картъ 
(89), (90) черезъ замѣну меридіановъ параллелями и обратно. 

Для рѣшенія задачи надо удовлетворить системѣ уравнёній 

Подставляя это выраженіе въ уравненіе (95), получимъ послѣ 
простыхъ приведеній 
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Подобнымъ же образомъ ничего новаго не даетъ ̂ случай d= 0; 
ибо тогда уравненіе Mx= 0 даетъ Ъ'"= 0. Уравненіе ДГа=ь=Одаетъ 
іо"= 0 и, наконецъ, уравненія Жв = О, Ж 4 = 0 обращаются въ одно 

aV-+-6'ft*=0; 
но если 

а — кѵ-+-1,- b = jfcj « -t- Wj, w = Ag w -t- Ja, 

то получимъ 
4 kkt -«- 2Äj (2&t V -*- У = 0. 

Это уравненіе даетъ А, := 0. Оба же случая к=0, к2 = 0 за­
ключаются въ проекціяхъ (89), (90) и выводимыхъ изъ нихъ черезъ 
замѣну параллелей меридіанами и обратно. 

Подобнымъ же образомъ не приводить къ новымъ проекціямъ 
разсмотрѣніе общаго случая 

2а'а'"— 3а" г = 0. 

Интегрируемъ это уравненіе, не предполагая а"= 0, тогда по­
лучимъ 

Принимая во вниманіе уравненія М0 = 0, Ж, = 0, получаемъ 

5" = ка", b = ka-*-lv-\- m; 

на основаніи уравненій Ж 9 = О, Ж я = 0 получимъ 

l{3w'a"— 2 ю Ѵ ) = 0, 

откуда I = 0 даетъ уже полученный проекщи. 

Въ случаѣ I не = О, Ш'а" — 2іо"<*' = О, нриходимъ къ нроти-
ворѣчію. 

16. Резюмируя сказанное, получаемъ три вида проекцій: 

<кз=аи-*-Ьѵ-*-с \ 
(96) 

у = оси -+- &ѵ •+- Y } 
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гдѣ а, Ъ, с, «, ß, у числа постоянный, между которыми существуешь 
соотношеніе 

•(97) 

.(98) 

17. Обращаемся теперь къ нахождение проекцій смѣшанныхъ. 
Пусть кругами будутъ на картѣ меридіаны, такъ что ихъ урав-

невія напишутся такъ: 

X — а -л- р cos ф \ 

у = б -+- р sm ер ) 

гдѣ а, Ь, р суть нѣкоторыя Функдіи отъ долготы ѵ, а Ф Функція отъ 
долготы и широты. 

Для того чтобы удовлетворить уравненію (71), будемъ дифферен­
цировать уравненія (99), тогда, получимъ 

р [а' cos ф -+- Ъ' sin ер -+- р'] f'u = 1. 

Интегрируя по и, получимъ 

ра sin ф — pb' cos ф -+- рр'ф — U-+-W (ЮО) 

Здѣсь w новая Функція отъ одного ѵ, вводимая интегрированіемъ. 
Будемъ во всемъ даіьнѣішемъ подъ знаками 

разумѣть производный по буквѣ ѵ. 

гдѣ между постоянными существуетъ соотношеніе 



Получаемъ послѣ простыхъ приведеній 

гдѣ черезъ h обозначена Функція рр' 
Съ другой стороны уравненіе (100) нояшо написать такъ: 

Такъ какъ параллели прямыя, то ихъ уравненіе будетъ 



ДиФФерейцвруя иосхвднее уравненіе, мы получимъ 
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Вычитая уравненіе (103) изъ уравненія (101), получимъ 

Умножая на (сЛ1 н- к)3 и подставляя вмѣсто <р'(рД-+- к) въ по-
слѣднее уравненіе соотвѣтственное выраженіе изъ уравненія (102), 
получимъ 

Собирая козффиціенты при одинаковыхъ степеняхъ ер, замѣчаемъ, 
что уравненіе принимаетъ видъ: 

гдѣ M„ Мѵ М8 суть цѣлыя раціональныя Функціи отъ sin <p и cos <p 
съ коэФФищентами, зависящими оть одного 

18. Очевидно, что уравненіе (105),. будучи тождеством*, не мо-
жетъ иначе удовлетворяться, какъ положеніемъ 

Итакъ мы вндимъ, что число к должно быть постоянное, отсюда 

и наконецъ 



Одна пзъ искоыыхъ Функцій р такимъ образом* раредѣлена. 
Остается выразить координаты центра меридіана въ Функціяхъ отъ 
долготы V. 

19. Для удобства дальнѣйшихъ выкладокъ введемъ въ разсмо-
трѣніе числа комплексны*» 

Обозначимъ 

а-ъ-Ы = с, а — b* = Y> 2ш=сг . 

Кромѣ того введемъ обозначения 

такъ что конечно будетъ zt—l. 
Уравненіе (104) перепишется такъ: 
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подставляя полученныя выраженія въ уравненіе (110) и прини­
мая во вниманіе, что должны равняться нулю отдѣльно всѣ КОЭФ-

Фиціенты при различныхъ стененяхъ z и T, получаемъ слѣдующія 
уравненія, рѣшающія задачу, 

Уравненія (111) и (119J даютъ а а Ж 3 == 0, а 2 М а = О, 

20. Остановимся на случаѣ a = 0. 
Уравнеие й = Ц у = Ѳ ' даетъ f == 0, у = const. 
Получаются, очевидно, карты съ концентрическими меридіанами: 
Въ этомъ случаѣ получается 



Изъ всей системы остается удовлетворить только уравнению 
(115) 

Если го — 0, то карты определяются уравненіями 

гдѣ а, Ъ, h, I, и0 произвольный постояпныя числа. 
Эта проекція была нами получена при разсмотрѣніи картъ 

Эйлера, ибо въ ней сѣтка состоитъ изъ концентрическихъ крутовъ 
и ихъ радіусовъ. 

Обращаясь къ общему случаю, мы положимъ 

JL — 1L 
to'2 2 ' 

тогда уравненіе (120) обращается въ слѣдующее: 

Получается для опредѣленія Функціи у линейное уравненіе. 
Интегрируя, лолучимъ 

гдѣ С/постоянная величина, вводимая татегрированіемъ. 

гдѣ 

или 



Отсюда 

Обозначая 

получимъ 

Интегрируя, получаемъ 

Отсюда уравненіе (100) получаетъ видъ: 

Итакъ, окончательно, карты съ концентрическими меридіанамп 
опредѣляются уравненіями 
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Мы видимъ, что параллели суть прямыя, разстоянія которыхъ 
отъ общаго центра меридіанрвъ а, Ъ равны постоянной величинѣ 2; 
слѣдовательно, параллели касаются одного пзъ круговъ, концентри-
ческихъ съ меридіанами. 

Перпендикуляръ, опущенный изъ центра меридіановъ на парал­
лель, образзтетъ съ осью ж-овъ уголъ . 

21, Обращаемся теперь къ другому случаю. 

Придется разсматривать уравненіе М2 = 0. 
Обозначая у ' = «/, получимъ уравненіе 

V 3 — д о " = 0 (122) 

Здѣсь надо разсматривать искомую величину у, какъ Фуикцію 
отъ действительного аргумента ѵ и комплексныхъ значеній постоян-
ныхъ произвольныхъ, вводимыхъ интегрврованіемъ. 

Придется разсмотрѣть два случая у = 0 и общее рѣшеніе 

1 
YXv -*- |І 

Зная, что у — а — Ъ' і, ноложимъ 

обозначая 

получпмъ 

Отдѣляя действительную часть отъ мнимой, получимъ черезъ ин-
тегрированіѳ двѣ Функціп а и Ъ, который могуть быть координа­
тами меридіановъ, если приличнымъ выборомъ постоянныхъ произволь-
ныхъ можно будетъ удовлетворить всѣмъ остальньшъ условіямъ во­
проса. 

22, Останавливаясь на случаѣ у'=0, мы получимъ const. 
7* 
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Итакъ, замѣчая, что у " = с " = 0 , получимъ изъ уравненія(112 *) 

per"— 4р'3 = 0. 

Послѣднее уравненіе показываетъ, что должно быть сг"=О, р ' = 0 
слѣдовательно, к — О , -

Получаются карты съ постояннымъ радіусомъ меридіановъ, при­
чемъ центры меридіановъ лежатъ на прямой. — Въ самомъ дѣлѣ, ин­
тегрируя уравненіе у" = 0, получимъ 

у = m v~t- п, 

гдѣ надо положить т — т0 — тгг, и = и 0 — пхі, тогда 

Посмотримъ теперь, какія выходятъ параллели. 
Уравненіе (115*) даетъ о — 0, ст = const, го = const. 
Уравненія (99), (100) обращаются въ слѣдующія: 

Умножая уравненіе (124) на—го г, уравненіе (125) на т0, скла-
дывая и пользуясь уравненіемъ (126), получимъ 

ут0— iCJWj = Wj m 0 — т1 w0 -t- w -+- w. 

Параллели, следовательно, выходятъ прямыми, параллельными 
между собой и параллельными линіи центровъ меридіановъ, ибо по­
следняя прямая имеетъ уравненіе 

ут0 — хт1 = п1т9 — т1щ, 

получаемое изъ уравненія (123) черезъ исключеніе долготы ѵ. 

отсюда координаты а, Ъ центра меридіановъ, выражаются по «юр-
мула мъ 



23. Обращаясь къобщеыу случаю, перепишемъ систему (112 *), 
(113*),... (118*) въ такомъ видѣ: 
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гдѣ X' производная по ѵ отъ пѣкоторой ФѴПКЦІИ X, по Ь=-^-а\ ß = a , 
отсюда 

а = ех, а=Ое~х, 

гдѣ G постоянная" произвольная величипа. 
Такъ какъ а и œ доляшы быть мпимыя сопряженный, то 

К — гѵ, 0= С0ч-іСг, 

гдѣ {j. и V ііѣкоторыя веществспныя Функціи отъ ѵ, а С 0 и С, числа 
постоянный и должно быть 

это уравненіе даетъ Gl — О, a JJ. обращается въ постоянную, удовле­
творяющую условію 

Итакъ, 

Отсюда 

Имѣемъ право С 0 положить равньшъ единицѣ, тогда 

Отсюда 

Отсюда уравненіе (122) обращается въ такое: 

3 ( р т ' _ p ' j » _ çx' (рт' — р') - т" - ?р Ѵ ч - р?"н- 2рр'т'— 2 р ' 2 = 0. 

Принимая во внимапіе, что рр" -+- р' 2 = 0, получимъ 

отсюда ѵ' = 0, слідовательно, а число постоянное. Таково же должно 
быть и число а. 

откуда 
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гдѣ X и (t постоянныя вещественный числа; отсюда, переходя къ пер­
воначальному обозначены» 

Карты определяются уравненіями 

(138) 

Интегрируя, получимъ 

получимъ 

Уравненіе (127) даетъ М1 = 0, откуда ЗЙ = 0 и Mj == 0, но 
тогда по уравненію (130) В —О, что даетъ а= const и карты опре­
деляются уравненіями 

Подобнымъ же образомъ.вычиелимъ 

подобный же Формулы получаются для с , с , с 

Отсюда 6 = ß = 0. 
йтакъ, предполагая а и а постоянными, получимъ 
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гдѣ СР определяется по уравненію 

гдѣ го число постоянное. 
Меридіаны определяются уравненіемъ 

а параллели имеютъ уравненіе 

Уголъ с есть Функція отъ одного и, неявно определяемая при 
помощи уравненія (139). 

25. Итакъ, остается- разобрать равенство нулю другого множи­
теля уравненія (137) 

Подставляя выраженія для Жх и М 1 } полученныя изъ уравненій 
(127) и (133) въ уравненія (129) и (131), нолучимъ 

Сравнивая получимъ 

Изъ уравненій (140) и (141) выводимъ следующее заключеніе: 
уравненіе (140) даетъ 
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Последнее уравпеніе даетъ самое общее выражепіе для а по у. 
Необходимо помнить, что у должна удовлетворять уравпенію 

(122), а потому самое общее выраженіе для а п а будетъ имѣтьвидъ: 

гдѣ X и X' суть мнимыя сопряженныя величины подобпо тому какъ 
а и ц'. 

Если а и а не постоянный, какъ это было въ случаѣ уже разоб-
рашюмъ, то пе должны равпяться нулю числа 

но Хц,' — jiX' не равно нулю, ибо тогда равнялось бы нулю aß-t-ba 
п на оспованіи уравненія (140) получилось бы 

a b a ß =я 0, : 

что приводится къ случаямъ уже разобраннымъ. 



9 не нуль и не безконечность. 
Равенство (144), очевидно, должно быть тождествомъ, что невоз­

можно, ибо для тѣхъ значеній ѵ, который обращаютъ первую часть 
въ безконечность, вторая часть сохраняетъ конечную величину. 

26. Резюмируя все сказанное, мы замѣчаемъ, что основное 
уравненіе 

Зу — у у = 0 , 

которое можно переписать такъ: 

За' 3 — а а " ~ т;аа' = 0, 
гдѣ 

обладаетъ свойствомъ, что его общее рѣшевіе приводить къ противо-
рѣчію. 

Получаются три вида проекцій. — Черезъ перестановку пере-
мѣнныхъ и и V подучаемъ еще три сорта проекщй, гдѣ параллели 
круги, a меридіаны прямыя. 

Проекціи получаются отъ особенныхъ рѣшенін 

Это обстоятельство, какъ мы увидимъ, имѣеть мѣстр также и въ 
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Умножая уравненіе (140) на А, получимъ 

ЗАВаа(Ъа -+- aß).= 8A2 [Ь 2а а а6aß -#-а 2ß9j; 

па осішваніи уравпенія (143), получимъ 

3 (аа — аа)3асс = 4к* {(аа — аа') 3 -нааа'а '}. 

Подставляя вмѣето а, а, а, а приведенпыя выше общія выра-
женія, приходимъ къ уравненію 
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общемъ случаѣ круговыхъ проекцій, когда обѣ системы, какъ мери-
діаны, такъ и параллели состоять изъ круговъ. 

27. Обращаясь къ выводу проекцій круговыхъ, возьмемъ преж-
пія знакоположенія. 

Получаемъ 
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Уравненія (102), (103) и то, которое получается изъ (103) черезъ 
диФФеренцированіе, дадутъ возможность исключить изъ уравненія 

3 {х'х" + у'у") {х'у"-х"у')-{х'* + у'*) (х'у"-х"'у') = 0 

производныя с', СР", <Р"', такъ что останется одно уравненіе вида: 

f (ф, sin ф, cos ф) = 0, 

въ которомъ f есть цѣлая Функція оть <р, sin ф, cos ф съ коэффиціен-
тами, функціями отъ одного ѵ. 

28. Дифференцируя уравненіе (103), получимъ 

Вычитая изъ (145) равенство (146), получимъ 

. f fff t fff " 

Исключимъ изъ выраженія х у —ух производную ф на 
основаніи уравненія (103). 

Въ самомъ дѣлѣ, умножая на -нр', получимъ 
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30. Такъ какъ параллели доляшы быть тоже круги, то взявъ 
диФФеренціальное уравыеніе круга 

— I l l — 



Остается изъ уравненія (148) исключить 9' при помощи уравне-
нія (102), причемъ получимъ уравненіе вида: 

f (9, sin 9, coscp) = 0 . 4 

31. Посмотримъ, какъ въ это уравненіе будетъ входить дуга 9. 

Дуга 9 входить явно въ первой степени въ коэФФИціентахъ 

• ^ О І - ^ І » - ^ О ) Pf)l - ^ 2 ) 

следовательно, она можетъ входить во второй степени лишь въ КОЭФ-

Фицентахъ 
а» 0 , а»! 

и въ первой степени въ коэФФиціентахъ 

Что же касается коэФФИціента 9Й4, то въ него дуга 9 явно не 
входить, ибо 

послѣднее выраженіе показываетъ, что члены съ 9 сокращаются. 

получимъ послѣ подстановки 
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Отсюда мы замѣчаемъ, что по умноженіи всего уравненія на 
(p4j -+- kf, поіучимъ 

. суть цѣлыя Функціи отъ sin 9 и cos ф съ коэФФйціентами, Функціями 
отъ одного v. 

Уравненію (149) не иначе возможно удовлетворить, какъ полагая 

ибо въ обратномъ случаѣ ф выражалось бы алгебраически черезъ 
sin ф и cos 9. 
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гдѣ к и I числа постоянный 

33. Итакъ, мы доказали, что возможный карты будутъ при 
к' = О, остается ихъ найти. 

Легко замѣтить, что для опредѣленія координатъ а и Ъ центра 
меридіановъ можно употребить тотъ же самый пріемъ отдѣленія пере-
мѣнныхъ при помощи введенія мнимостей, который мы употребляли 
для случая картъ смѣшанныхъ. 

Вводя 
а~+-Ы = с, а — Ъі = у 

можно будетъ получить диФФеренціальное уравненіе для опредѣле-
нія у. 

Если бы мы производили выкладку аналогично тому, какъ мы 
это дѣлали въ предыдущей задачѣ, то мы пришли бы, разсматривая 
уравненіе 

(151) 

Остается, слѣдовательно, единственно возможный случай 

къ уравненію вида: 

Какъ слѣдствіе этого уравненія получается система 

Для рѣшенія задачи придется удовлетворить самымъ общимъ 
образомъ этой системѣ выборомъ Функцій а и 6, или, что одно и то же, 
выборомъ Функціи у. 
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На основаніи уже упомянутыхъ соображеяій, уравнения О 0 = О, 
Qx = О, . . . ü 7 = 0 можно не рассматривать, рбо они получаются отъ 
замѣны -t-i на — і изъ остальныхъ. 

Принимая во вниманіе, что насъ интересуютъ лишь действитель­
ный карты, то Функціи а шЪ суть дѣйствительныя Функціи перемѣной 
V и, следовательно, каждое изъ остальныхъ уравненій равносильно 
двумъ получающимся приравнивая нулю действительную часть и КОЭФ-

Фиціентъ при і. 

34. Дифференцируя выражение (107), полученное нами для 
2і (х у"—х" у), получимъ 
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Не трудно убѣдиться, что 3Ä3 не выше второй степени. 
Въ самомъ дѣлѣ, 

Ж 8 = 33)j <Еа — 312 •+- члены степени не выше первой = 

ибо оба члена съ я 3 и Р пропадаютъ. 

36. Составимъ уравненіе О0 = О, для этого придется собрать 
коэффиціентъ при 08. 

Обращая вниманіе на таблицу и на то, что сказано о степени 9Й3 

мы видимъ, что членъ съ Г9 получится изъ членовъ 

ЗК0 А 5 н - Ш1 А* В0 — ЗЯ а А 3 Я 0». 

Обозначая коэФФИціенты пря я8 въ выраженіяхъ 

соответственно черезъ 
ж 0 ° , акд ад 

замѣтимъ, что уравнение О 0 = 0 будетъ имѣть видъ: 

« " [ « " З й о ^ а ь а » ! 0 — ь 2 а д = о (і54) 
гдѣ 

Отсюда 

5Ш3 = J . 0 Жд -н Z 2 ІѴ"і -f- члены степени не выше второй = 





Отсюда 

гдѣ 

Уравненію (153) можно удовлетворить двоякимъ образомъ, или 
полагая а = О, или же полагая 

Случай а = О даетъ у' — О, у = const. 
Получаются карты съ концентрическими меридіанами. 
Въ общемъ же случаѣ надо будетъ удовлетворить уравненію 

(154), которое сокращая на су' можно будетъ представить въ слѣ-
дующемъ видѣ: 

Возьмемъ за новую перемѣнную независимую у, а за новую Функ-
цію у = г, тогда получимъ, обозначая 

(154) 

раздѣляя, получимъ 

следовательно, 

37. Для интегрированія уравненія (155) подставимъ у' = у 

Сдѣлавъ всѣ приведенія и сокращая на р*, получимъ 
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Исключая изъ уравненій (158) и (159) Функцію у, мы получимъ 
выраженіе для у черезъ ѵ, заключающее четыре произвольныхъ 
постоянныхъ с, Сц, с а, с8. 

Давая этимъ постояннымъ комплексныя значенія и отдѣляя веще­
ственную часть отъ мнимой въ Функціи у, мы получимъ еамыя общія 
выраженія для координатъ а и Ъ центра меридіановъ. 

Подобнымъ же образомъ надо разсмотрѣть особенныя рѣшенія 

у = 0, z = 0, и = const. 

38. Удовлетворивъ такимъ образомъ уравненію Ов = О самымъ 
общимъ образомъ, мы замѣчаемъ, что въ тоже время будетъ удо-

отсюда 

и наконецъ 

но кромѣ того 

слѣдовательно, 

Получаемъ, очевидно, одно изъ двухъ: или 

у = 0, или м' 2 — 2 W = 0. 

Итакъ, подлежать особому разсмотрѣнію случаи 

у=0, 0 = 0, и—О. 

Если ни одинъ изъ >тихъ случаев* нѳ имѣетъ мѣста, то надо 
разсматривать уравненіе 

и'2— 2мм" = 0. 

Интегрируя, получимъ 
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влетворено и уравненіе Ц , = 0; остается выборомъ постоянныхъ 
произвольныхъ удовлетворить остальнымъ 15-ти уравненіямъ. 

Подобно тому, какъ это имѣло мѣсто въ случаѣ проекцій смѣ-
шанныхъ, и здѣсь общее рѣшеніе, выражаемое Формулами (158) и 
(159), ведетъ къ противорѣчію и проекціи получаются только при 
особенныхъ рѣшеніяхъ. 

Выкладка разбора остальныхъ 15-ти уравненій настолько 
сложна и неудобна, что почти не представляется возможности не 
только произвести её аналогично тому, какъ мы это дѣлали для случая 
смѣшанныхъ картъ, но даже весьма затруднительно выписать эти 
уравненія; въ виду этого является необходимость искать другихъ 
путей рѣшенія задачи. 

39. Обратимся прежде всего къ изученію картъ концентриче-
скихъ, т. е. случая а = ру' = 0. 

Приведенная выше таблица обращается въ слѣдующую: 

Далѣе составляемъ 
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Подставимъ сюда вмѣсто о величину действительную w при по­
мощи Формулъ 

ff' = 2 W , а" = 2ш" , а'" = 2 ш " , 

тогда мы легко замѣтимъ, что можно будетъ все уравненіе сократить 
на 2 W ; послѣ сокращенія получимъ 

*) Надо поинить, ,, что р' = — , Р — -ЗГ • 

Уравненіе (153) обращается, окончательно, въслѣдующее: 

Отсюда 

Раскрывая скобки, получимъ 
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Возьмемъ р за независимую перемѣнную и обозначимъ ее черезъ ж, 
за новую неизвѣетную Функцію возьмемъ величину 

1 dw 
к dp 

и обозначимъ ее черезъ у, такъ что 

откуда 

Итакъ, 

Подставляя полученный выражения въ уравненіе (160), послѣ 
приличныхъ приведеній и сокращеній получимъ уравненіе 

Уравненіе (161) весьма просто интегрируется до конца. 
Введемъ новую перемѣнную, полагая 



Послѣ приличныхъ сокращеній получимъ 

(1 — м2) [ж2 и -+• хи — и] = О, 

но 1-—и2 неможетъ равняться нулю, следовательно, получаемъ урав-
неніе 

X U -+-XU — м = О, 

интегрируемое непосредственно. 
Интегрируя, получаемъ 
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но g'dp = dq, следовательно, 

гдѣ и>0 третья постоянная произвольная. 
Подставляя вмѣсто q его величину черезъ х = р, получимъ 

Остается написать уравненія меридіановъ и параллелей. 
Переписывая систему (165) въ видѣ: 
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Возвышая въ квадратъ и складывая, получимъ 

( ï - e ) 3 + ( y - i ) 8 = p

! = 2 b + l 

Меридіаны, какъ и слѣдовало ожидать, концентрическіе круги. 
Для полученія параллелей необходимо исключить р. 

Умножая уравненіе (166) на cos a уравненіе (167) на 
u-t-w,. 

sm — и . складывая, получимъ 

Итакъ, мы видимъ, что параллели суть круги съ постояннымъ 
радіусомъ В. 

Называя координаты центра параллели черезъ £ и TJ, получимъ 

Отсюда мы видимъ, что центры параллелей лежатъ на кругѣ 

40. Перейдемъ теперь къ общему случаю. 

Постараемся задачу по возможности упростить. 
Припоминая основной результатъ, состоящій въ томъ, что ра-

діусъ меридіановъ опредѣляется по Формулѣ 
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мы замѣчаемъ, что можно помінять ролями меридіаны и параллели, 
ибо уравненіе (50), выражающее сохраненіе площадей, симметрично 
относительно ил ѵ. 

Разсуждая аналогично съ тѣмъ, какъ мы дѣлали для меридіановъ, 
мы замѣтимъ, что радіусъ параллели долженъ определяться по Фор­
муле аналогичной 

V2KU4-L. 

Или сохраняя наши прежнія обозначенія, мы получимъ 

то, на основаніи предыдущихъ соображеяій, оно выражается раціо-
нально черезъ sin 9 и cos 9, отсюда, обозначая получаемую раціональ-
ную Функпдю черезъ 

R (sin 9, cos 9), 
получимъ 

R (sin 9, cos 9) = 2Ku -+-L (169) 

но на основаніи уравненія (100) можно будетъ выразить и черезъ 9; 
подставляя въ уравненіе (169), получаемъ 

2Шуч-2К(a sin9—b'cosç)?—2Яи>-*-Z«==.R (sin 9, cos9).(170) 

Если R не обращается въ неопредѣленность, что могло бы имѣть 
мѣсто, когда обращается въ нуль знаменатель 

I tt II I 
ху —X у, 

то уравненіе (170) даетъ 
1ІК = О 

откуда замѣчаемъ, что одна система, меридіаны или параллели должны, 
быть съ постояннымъ радіусомъ. 

Полученное замѣчаніе позволяетъ значительно упростить задачу. 

41. Въ самомъ дѣлѣ, предаоложимъ, что меридіаны суть круги 
съ постояннымъ радіусомъ. 

К и L суть, очевидно, числа постоянный. 
Что касается выраженія 
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Примемъ этотъ радіусъ за единицу длины, тогда карты выра­
зятся уравненіями 

х — а-+- cos <р 

у = Ъ н- sin <р 
гдѣ а и Ъ, выражённыя въ ѵ даютъ кривую 2 геометрическаго мѣста 
центровъ меридіааовъ; пусть ѵ будетъ обозначать угоіъ, образуемый 
касательного къ кривой S съ осью х-овъ, кромѣ того введемъ въ раз-
смотрѣніе радіусъ кривизны р кривой £ , тогда будетъ одно изъ двухъ, 
или р = о о , такъ что линія центровъ меридіановъ прямая, или же 

Это и будетъ основяымъ уравненіемъ для всего дальаѣйшаго, 
9* 
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которое на основаніи првведенныхъ нами выкладокъ можетъ быть 
представлено въ такомъ видѣ: 

Это уравненіе, очевидно, должно быть тождествомъ, ибо иначе 
оно давало бы зависимость между \ и ѵ, или, что одно и то же, между 
и и V. 

Въ тождество имѣемъ право вмѣсто входящихъ въ него буквъ 
подставлять любыя численныя значенія; въ результатѣ должно полу­
читься тождество. 

Подставимъ 5 = Y> П О Л У Ч И М Ъ 

или на основаніи нашей таблицы коэффиціентовъ получимъ 

(w">- 2 |*Ѵ-ь [2Ж(и — w) •+•£] (и/*— ЗцѴ а-н 3ftV—|t")»; 

это уравненіе даетъ 
jj. — w = const. 

Подобнымъ же образомъ, подставля \ = 1- получимъ 

J J , - H W = const, 

откуда окончательно получаемъ 

[А = const, w = const 

и, следовательно, % — 0, то есть \ Функщя отъ одного «. 
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Уравненіе (180) даетъ Ѵ=—К, а отсюда отъ перемѣнной 
V, выражающей уголъ, составляемый каеательною къ кривой 2 съ 
осью ж-овъ, мы перейдемъ къ настоящей долготѣ замѣняя ѵ 
на— Кѵ-л-w. 

Кривая S очевидно кругъ и карты опредѣляются Формулами 

гдѣ 
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Параллели получаются концентрическіе круги и, следовательно, 
выходятъ карты, который получаются изъ разобраннаго нами случая 
черезъ замѣну и на ѵ и обратно. 

42. Остается разобрать случай ç = oo; тогда центры меридіа-
новъ лежать на одной прямой и мы получаемъ проекціи, опредѣляемыя 
уравненіями 
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Отсюда, принимая во вниманіе уравненіе 

a cos 99" = to" -+- a sin. 9 9'3 — 2a" cos 99' — a"' sin 9, 

получаемъ 

a'8 cos89 (xy" — x'y") = as cos "9 (w"'—a"' sin 9) — 

— 3a'a a" cos 8 ç (w — a" sin 9) -+- (w — a" sin 9)3. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, то есть подставляя въ тож­
дество 

(а'а-t- уУ = [2К {a sin9 — ѵ>) -+- L] [х у" — х'y'f 

вмѣсто 9 сначала а потомъ 1-, мы получимъ 

а' = const, w = const. 
Параллели выходятъ прямыя параллельный между собой и па-

раллельныя оси ж-овъ. 
Этотъ случай можно разсматривать, какъ предѣльный для общаго. 



П А В А III. 

О задачѣ Дирихле. 

1. Послѣ работъ К. Неймана, Шварца, Пуанкаре и дру-
гихъ авторовъ, касающихся уравненія Лапласа 

А м = ^ - | - ^ = 0 ' 

можно считать доказаннымъ слѣдующее предложеніе. 

Теорема I. Если Функція и отъ двухъ перемѣнньгхъ независи­
мых!, ж. у обладаетъ слѣдующими свойствами: 

1) удовлетворяетъ уравненію А.и = О, 
2) конечна, однозначна и непрерывна вмѣстѣ съ ея производными 

первыхъ двухъ порядковъ для всѣхъ точекъ внутри нѣкотораго кон­
тура С, 

то maximum и minimum всѣхъ значеній, который можетъ при­
нимать Функція и на контурѣ С и внутри его, могутъ имѣть мѣсто 
лишь для точекъ контура. 

СЛѢДСТВІЕ 1. Если значенія Функціи и на контурѣ положи­
тельны (отрицательны), то и внутри контура Функція имѣетъ положи­
тельным (отрицательныя) значенія. 

СЛѢДСТВІБ 2. Если значенія Функціи и не отрицательны (по­
ложительны) на контурѣ, то Функція иожеть обращаться въ нуль 
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лишь для точекъ контура, оставаясь положительною (отрицательною) 
для веѣхъ точекъ внутри. 

СЛѢДСТВІЕ 3. Если значенія Функціи и на контурѣ равны по­
стоянному числу К, то Функція обращается въ постоянное число К 
для всѣхъ точекъ внутри контура. 

СЛѢДСТВІЕ 4. Если значенія Функціи и совпадаютъ на контурѣ 
. со значеніями другой Функціи щ, обладающей тѣми же вышеприве­
денными свойствами, то Функція и совпадаетъ съ Функціею м0 для 
всѣхъ точекъ внутри контура. 

2. На основании слѣдствія 4 мы видимъ, что можетъ существо­
вать одно только рѣшеніе задачи: 

найти Функцію и, удовлетворяющую свойствамъ, Формулиро-
ваннымъ въ приведенной теоремѣ, которая бы принимала въ точкахъ 
заданнаго контура G заданныя напередъ значенія. 

Заданный на контурѣ значенія можно, конечно, разсматривать, 
какъ значенія нѣкоторой заданной Функціи дуги. 

Приведенная задача получила въ настоящее время подъ именемъ 
задачи Дирихле большую извѣстность, какъ по своему значенію въ 
теоріи Функцій, такъ и по своимъ приложеніямъ въ математической 
ФИЗИКѢ и гидродинамикѣ. 

3. Въ первой главѣ настоящаго сочиненія мы видѣли уже, что 
нахожденіе картъ, изображающихъ часть поверхности, заключенную 
внутри нѣкотораго контура, на плоскости съ подобіемъ въ безконечно 
иалыхъ частяхъ, связано съ разсмотрѣніемъ интеграловъ Лапласова 
уравненія, обладающихъ свойствами непрерывности, указанными въ 
теоремѣ I. 

4. Вопросъ о существовали рѣшенія задачи Дирихле при про­
извольно заданныхъ значеніяхъ Функціи на контурѣ связанъ нераз­
рывно съ вопросомъ о нахождении пріемовъ дли вычисленія значенія 
искомой Функціи для любой точки внутри контура по заданнымъ зна-
ченіямъ на контурѣ. 

5. Внимательное изученіе задачи Дирихле привело меня къ 
нахожденію новой методы рѣшенія, прилагаемой съ успѣхомъ къ раз-
смотрѣнію алгебраичеекихъ контуровъ. 
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Краткое резюме моей методы доложено на конгрессѣ, имѣвшемъ 
мѣсто въ Бордо въ августѣ 1895 года. 

Моя метода основывается на особенномъ способѣ преобразования 
плоскихъ Фигуръ, къ изложенію главнѣйшихъ свойствъ котораго мы 
теперь и переходимъ. 

Пусть будетъ заданъ какой нибудь контуръ О уравненіемъ въ 
прямоугольныхъ координатахъ 

/"(ж, У) = 0 (1) 

Введемъ двѣ комплексный перемѣнныя величины 

\ = X -+- іу, £ = ж — іу *). 

Уравненіе (1) даетъ связь между \ и £ , причемъ его можно на­
писать такъ: 

№ . * й * Н - • я 
Здѣсь конечно предполагается, что выраженія, стоящія въ первой 

части уравненія (2) имѣютъ смыслъ при комплексныхъ величинахъ. 
Разрѣшая послѣднее уравненіе относительно \, мы получимъ 

•5 = **® (3) 

Мы ограничимся разсмотрѣніемъ алгебраическихъ контуровъ. 
Пусть будетъ m степень уравнепія алгебраическаго (1), а п степень 
уравненія (2) относительно \. Мы имѣемъ, очевидно, п<т. 

Функція F имѣетъ, вообще говоря, и значеній, которыя со-
отвѣтствуютъ п корнямъ уравненія (2). 

Возьмемъ какой нибудь изъ корней и разсмотримъ комплексную 
величину 

•n = x1-+-yli~F(x — iy) = y(x, у)ч-і$(х, у), 

гдѣ <р и ф суть вещественный Функціи. 
Мы получимъ 

ж, = <р (ж, у), ух = ф (ж, у) (4) 

Эти Формулы даютъ нѣкоторое преобразованіе плоскихъ Фигуръ, 

*) Во всемъ дальнѣйшемъ знаками g, % мы будемъ обозначать количества 
мнвлыя, сопряженныя съ величинами g, i),... 
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которое мы будемъ называть комплексными щеобразованіеш по за­
данному контуру. 

Будемъ называть точку Nx (as,, «/,), соответствующую величинѣ 
т), изображеніемъ точки JV {x, y), соотвѣтствующей величинѣ \. 

Разсматривая всѣ n корней уравненія (2), мы получаемъ для 
каждой точки N плоскости п комплексныхъ изображена 

N,, N„....Nn (5) 

Для извѣстныхъ значеній перемѣнныхъ x, y нѣкоторыя изъ 
этихъ точекъ могутъ совпадать. 

Очевидно, что если точка N приближается къ нѣкоторой точкѣ 
Ж контура (1), одно изъ изображеній (5) приближается къ той же 
точкѣ M. Въ самомъ дѣлѣ, по крайней мѣрѣ, для одного изъ корней 
уравненія (2) количество KJ должно совпадать съ \ на контурѣ, потому 
что для точекъ контура должно имѣть мѣсто уравненіе (3). 

6. Прилагая этотъ способъ преобразованія къ случаю прямой, 
мы получаемъ извѣстную методу зеркальныхъ изображеній (Spiege­
lungen), на которую обратилъ вниманіе Вильямъ Томсонъ въ Cam­
bridge mathematical Journal 1845. 

Случай круга даетъ извістное преобразование при помощи обрат-
ныхъ радіусовъ векторовъ. 

7. Разсмотримъ область Г вокругъ точки Ж контура (7(1), не 
заключающую критическихъ точекъ уравненія (2), а также особен-
ныхъ точекъ контура. 

Возьмемъ \ = x -+- іу въ области L. 
Точкѣ \ соотвѣтствуютъ и точекъ 

ч , ( 1 ) = Ш - • • - - С ^ Л Ф (6) 

Изъ теоріи алгебраическихъ Функцій мы знаемъ, что, если £ 
изменяется въ области Г, то 1) модули | |, | • * i a

G , | , . . . . | т)п

( 1 ) | 
не могутъ превосходить нѣкотораго оаредѣленнаго числа ц, 2) модули 
же I V 4 - < ' I > I — V 4 I, не могутъ быть ниже нѣ-
котораго числа ѵ, большаго нуля. 

Отсюда вытекаетъ, что, когда \ приближается къ точкѣ M кон-
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тура С, то одна изъ точекъ (6) цк

11) приближается нътой же точкѣ M, 
остальныя же точки лежатъ на конечныхъ разстоявіяхъ. 

Въ самомъ дѣлѣ, если мы предположимъ, что нѣсколько корней 
(6) приближаются къ точкѣ Ж, количество £ будетъ кратнымъ кор-
немъ уравненія (2); откуда будетъ следовать, что 

Черезъ исключеніе буквъ ж, у между тремя ураввеніями(І), (7), 
получаемъ уравненіе между X, Г , дающее искомую предельную 
кривую. 

9. Докажемъ следующее предложеніе. 

Теорема II. Если точка Л т (I) приближается неопределенно къ 
точкѣ M контура С, причемъ находится на нормали, къ контуру въ 

такъ что M будетъ особенною точкою контура. 

или наконецъ 

Отдѣляя въ уравненіи Ф = 0 вещественную часть отъ мнимой, 
получимъ два уравненія 

8. Предположимъ, что точка і; двигается вдоль контура, тогда 
Y ) 4

( 1 ) = £ , другія точки і) г

Ц ) двигаются вдоль нѣкоторой кривой С, кото­
рую мы назовемъ предѣльною кривою. 

Предельная кривая должна содержать все особенный точки за-
даннаго контура. Для коническихъ сеченій предельная кривая сама 
обращается въ коническое сеченіе. 

Уравненіе предельной кривой можно найти следующимъ образомъ. 
Возьмемъ nejjyro Функцію 
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Въ этой Формулѣ значёнія частныхъ производныхъ соотвѣтству-
ютъ точкѣ M контура. 

Если точка Nk находится на нормали, то будемъ имѣть 

такимъ образомъ, получимъ 

гдѣ диФФеренціалы взяты вдоль по касательной къ заданной кривой (2). 
По этой причинѣ, дифференцируя уравненіе (2), мы получимъ 

Здѣсь диФФеренцированіе производится по какому либо направ-
ленію, проходящему черезъ точку М; но извѣстно, что, когда задана 
Функція F{£) отъ комплексной перемѣнной то значеніе ея производ­
ной J^'Cj), соответствующее точкѣ M контура, не зависитъ отъ на­
правления диФФеренцированія, а потому, мы имѣемъ право написать, 

этой точкѣ M на разстояніи безконечно маломъ отъ точки М, точка 
C*»jktt)) будетъ лежать по другую сторону контура на той же нормали 

въ разстояніи Nt M— NM. 
Въ самомъ дѣлѣ, 7jft

(1 » = x1 - н уг i = F fy откуда 
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10. Во всемъ послѣдующемъ мы будемъ говорить, что точки Ç, 
близкія къ точкѣ M контура, образуютъ пару на контурѣ. 
Будемъ называть точку связанною съ точкою £ , другія же 

точки т),0' свободными. 

11. Приложимъ комплексное преобразованіе къ каждой изъ 
точекъ 

Чі > 'la ) • • • • »In • 

Мы предположимъ, что области 

А 1 ) А 9 > • • • • *п » 

которыя соотвѣтствуютъ области Г для количествъ (6), не заключаютъ 
критическихъ точекъ уравненія (2). 

Каждой точкѣ 7),(1) соотвѣтствуютъ, вообще говоря, « точекъ 

По крайней мѣрѣ, одна изъ этихъ точекъ должна совпадать съ 
ибо количества (8) суть корни уравненія 

количество же У) ;

( 1 ) есть одинъ изъ корней уравненія 

Измѣняя въ уравненіи (10)-4-г на — г, мы получимъ 

Послѣднее равенство показываетъ, что между корнями т)<а) урав-
иенія (9) находится по крайней мѣрѣ одинъ равный \. 

На основаніи.того, что сказано объ области Г, корень 7)(а) = £ 
простой. 

Итакъ, новое преобразованіе, вообще говоря, даетъ для каждой 
точки т)/" точку !; и w — 1 другихъ точекъ. 

Мы можемъ такимъ образомъ получить п(п—1) новыхъ то­
чекъ. 
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12. Легко составить алгебраическое уравненіе, корни котораго 
соотвѣтствуютъ получаеиымъ такимъ образомъ вовымъ точкамъ. 

Д м этой цѣли разсмотримъ цѣлую Функщю 

гдѣ Д9) , f(\\) суть сокращенный обозначенія первыхъ частей урав-
неній (9), (11). 

ФункпДя П , степени п-—1. -
Исключая Y)/1' между уравненіями (9) и П^ = 0, мы получимъ 

уравненіе ' 

Это послѣднее уравненіе вообще степени и («—1) и его корни 
даютъ и (« — 1 ) точекъ, вводимыхъ излагаемою второю операціею. 

Необходимо имѣть въ виду, что корни т)(1) первой операціи суть 
функціи і, тогда какъ корни ч\т второй суть Функціи отъ \. 

13. Разсматривая п точекъ ч^> первой операпди, мы видѣля уже, 
что одна изъ этихъ точекъ образуетъ пару съ точкою \ . 

Пусть будетъ эта точка Легко видѣть, что другія п — 1 
точекъ Tq{

(1) образуютъ п—1 паръ съ п—1 точками второй операціи. 
Въ самомъ дѣлѣ, если \ безконечно близокъ къ контуру G, то будетъ 
имѣть мѣсто равенство 

гдѣ s безконечно малая велачина. 
Отсюда 

гдѣ 8 также безконечно малая величина. 
Итакъ мы видимъ, что точка Yj / j f c

ta ) безконечно близка къ точкѣ 
т)/"; 6УДемъ говорить, что обѣ эти точки образуютъ пару. 

Послѣ второй операціи получаются, вообще говоря, и паръ и 
остаются еще п (п-~1)-—(п—1) = (п—I) 2 точекъ і ) ( а свободными. 

14. Переходимъ теперь къ третьей операціи. Для каждой точки 
т\1*\т получаются п соотвѣтственныхъ точекъ 



Одна изъ этихъ точекъ принадлежите, къ числу точекъ первой 
операціи, п—1 другихъ суть, вообще говоря, точки новыя. 

Такимъ образомъ мыможемъ получить п(п — 1)а новыхъточекъ. 

15. Можно получить уравненіе алгебраическое, которое даетъ 
всѣ новыя точки третье операціи при помощи алгебраическихъ 
исключены. 

Въ самомъ дѣлѣ, измѣнимъ -+-г на —г въ уравненіи (12) 

кромѣ того 

исключая.величину ѵ)(2) между уравненіями (13) и (14), мы получимъ 
уравненіе 

степени п2(п—1), корни котораго суть 

При помощи уравненія (10) можно вывести изъ уравненія (15) 
и(м— 1) корней т).(1) и получить такимъ образомъ уравненіе 

степени ws (и—1)—w(n—l) = w(n — l ) s , которое даетъ новыя 
точки третьей операціи. 

16. Легко видѣть, что свободный точки второй операціи обра-
зуютъ пары съ (п—1) ' корнями уравненія (16). 

Въ самомъ дѣлѣ, 

но мы уже ввдѣми, что 

гдѣ s безконечно малая величина. 
Отсюда 

гф § — безконечно малая величина. 
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Наконецъ мы видвмъ, что восдѣ третьей операціи остаются сво­
бодными точки въ чисдѣ : 

»(« — 1)а — (»—1) 2 = (« — I) 3 . 

Число же паръ, образованныхъ тремя операціями, равно 

1 + ( » - 1 ) + ( п - 1 ) 8 . 

П . Продолжая наши разсужденія далѣе, мы приходимъ къ опе-
раціи нѣкотораго порядка р. 

Теорія алгебраическихъ искдюченій намъ показы ваетъ, что можно 
образовать уравненіе ф р - 1 = 0 степени п(п—1)р"~\ которое бы 
давало всѣ новыя точки ц ( і , ) послѣдней операціи. 

Всѣ корни ц1р) суть Функціи отъ\, если число р четное, ифункціи 
отъ если р нечетное. 

Первыя р операцій могутъ дать 

l - f - (n — 1 ) * н - -+-(* — 1 ) р _ 1 

паръ и (w— I)* свободныхъ точекъ. 

18. Въ различныхъ частныхъ случаяхъ наши общія разсужденія 
могутъ приводить къ различнымъ упрощеніямъ. 

Въ самомъ дѣлѣ, степени уравненій Ф(. = 0 въ различныхъ 
частныхъ случаяхъ могутъ понижаться, такъ какъ извѣстные корни 
могутъ совпадать. 

19. Простѣйшій случай представляютъ контуры, для которыхъ 
операнда нѣкотораго порядка не вводитъ болѣе свободныхъ точекъ. 

Въ этомъ случаѣ, продолжая операщй, мы приходимъ къ точ-. 
камъ, уже полученнымъ изъ предыдущихъ операщй. Получается 
извѣстное число паръ, который образуютъ групу точекъ. 

Будемъ говорить, что въ этомъ случаѣ получается конечная група. 
Въ обратномъ случаѣ послѣдовательныя операщй вводить без-

конечное число точекъ, которыя образуютъ безконечную хрупу. 
Если всѣ точки безконечной трупы расположены на конечномъ 

разстояніи отъ нѣкоторой точки контура, то мы будемъ называть 
такую групу ограниченною. 

Мы скажемъ, что безконечная неограниченная група пратльная, 
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если свободный точки безпредѣльно удаляются по мѣрѣ увеличенія 
нумера операціи. 

Неправильный безконѳчныя групы даютъ безчисленное множество 
точекъ безконечно близкихъ между собою, которыя могутъ въизвѣст-
ныхъ случаяхъ образовать кривую, или покрывать непрерывньшъ 
образомъ поверхность. 

20. Будемъ классифицировать контуры, дающіе конечный групы, 
ш роды по числу операцій, необходимыхъ и достаточныхъ для полу-
ченія, всѣхъ точекъ групы, такъ что будемъ называть контуръ Gкон-
туромъ w-ro рода, если для полученія* групы необходимо произвести 
п операцій. 

21. Прямая линія и кругъ суть единственный алгебраическія 
линіи перваго рода. 

Въ самомъ дѣлѣ, будемъ искать Форму уравненія f (х, у) = 0 
контура С, дающаго мѣсто однозначному преобразованію. 

Уравненіе (2) должно быть первой степени относительно і; и, 
слѣдовательно, оно должно имѣть Форму 

5 Y & i)4-Q(i, ï) = 0 (17) 

гдѣ Y и О суть цѣлыя Фунвціи относительно \, г и коэффиціен-
товъ уравненія (1). 

Замѣчая, что первая часть уравненія (2) не измѣняется отъ за­
мены на — і , мы можемъ написать уравненіе (17) въ слѣдую-
щемъ видѣ: 

iW(l, — » ) H - ü ß , — і) = 0 (18) 

Уравненіе (18) показываетъ, что (17) должно быть первой сте­
пени относительно \. 

Такимгь образомъ мы видимъ, что наиболѣе общая Форма урав­
нения контура перваго рода есть 

-4- 2?£ (?І -+- == 0 (19) 

Чтобы уравненіе (19) давало вещественный контуръ, необходимо 
я достаточно, чтобы А и D были числа вещественный, между тѣмъ 
какъ количества В и С мнимыя сопряженныя. 
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Уравненіе (19) даеть кругъ для А отличнаго отъ нуля и прямую 
при -4 = 0. 

22. Слѣдующій случай должны представлять контуры второго 
рода, которые даютъ мѣсто двумъ операціямъ. 

Нетрудно убѣдиться, что между линіями второго порядка отно­
сятся ко второму роду лишь равнобочная гипербола и двѣ прямыя 
перпендикулярный между собою. 

Изъ линій высшихъ порядковъ относятся ко второму роду, на-
примѣръ, лемниската Бернулли, или, болѣе общимъ образомъ, кривыя, 
опредѣляемыя уравненіемъ 

Достаточно общій классъ контуровъ второго рода даетъ урав-
неніе 

гдѣ А, В, б1 суть числа вещественный и Функція <р (я, і) произволь­
ная раціоиальная отъ количествъ z, г съ вещественными коэффициен­
тами. 

23. Къ числу контуровъ съ конечными группами изъконвческвхъ 
сѣченій принадлежать лишь гиперболы, уголъ между асимптотами ко-
торыхъ соизмѣримъ съ тс, а также пересѣкающіяся прямыя, уголъ 
которыхъ соизмѣримъ съ тс. . 

24. Изложивъ нѣсколько общихъ свойствъ комплекснаго пре-
образованія Фигуръ, мы покажемъ его приложеніе къ рѣшенік» задачи 
Дирихле. 

Остановимся сначала на контурахъ съ конечными группами. 
Пусть будетъ заданъ контуръ рода X. Онъ даетъ мѣсто X по-

слѣдовательнымъ операціямъ комплекснаго преобразованія и мы по­
лучаемъ группу 2»» точекъ 
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Вещественная часть аквыраженія 

гдѣ суммы распространены на всѣ точки послѣдовательныхъ операцій, 
даетъ рѣшеніе задачи Дирихле для контуровъ, удовлетворяющихъ 
слѣдующимъ условіямъ: 

1) для всѣхъ точекъ \ области, ограниченной контуромъ, ни одна 
изъ точекъ групы не должна попадать на контуръ; 

2) когда \ приближается къ контуру,̂  то она даетъ единственную 
пару на контурѣ. 

Интегралы, входящіе въ составь выраженія (20) взяты вдоль 
по полному обводу заданнаго контура С. 

Необходимо замѣтить, что Функція f (s) дури s контура С есть 
та заданная Функція, со значеніями которой должны совпадать зна-
ченія искомаго рѣшенія задачи Дирихле для точекъ контура. 

Мы будемъ во всемъ дальнѣйшемъ Функцію f(s) предполагать 
вещественною, конечною, непрерывною и однозначною. 

Если контуръ замкнутый, то Функція f(s) должна быть періоди-
ческою съ періодомъ равнымъ S длинѣ всего контура. 

Въ случаѣ кривыхъ съ безконечными вѣтвями, контуръ можетъ 
быть образованъ изъ одной безконечной вѣтви кривой или изъ нѣсколь-
кихъ вѣтвей той же кривой. 

Если будетъ задана часть плоскости безконечныхъ размѣровъ 
между разсматриваемыми вѣтвями алгебраической кривой, то мы обра-
тимъ её въ область, ограниченную полнымъ обводомъ контура черезъ 
соединеніе удаленныхъ точекъ отдѣльныхъ безконечныхъ вѣтвей ду­
гами круга безконечнаго радіуса. 

Во всемъ дальнѣйшемъ мы предположимъ, что искомая Функція 
въ случаѣ контуровъ, образованныхъ при помощи дугъ безкопечно-
болыпого круга, правильная для точекъ безконечно далекихъ, то есть, 
что для всѣхъ точекъ безконечно далекаго круга она принимаетъ по­
стоянное значеніе-2?, которое совпадаете со значеніемъ искомой Функ-
ціи въ безконечно далекой точкѣ. 

Въ елучаѣ безконечной вѣтви мы должны нѣкоторую точку М0 

этой вѣтви считать за начало дугъ и эти дуги считать положительными 
въ одну сторону, отрицательными же въ другую. 

(20) 
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Для безконечной точки мы положимъ 

f(—oo) = f(-*-oo) = B. 

25. Обозначая " черезъ Ѳ уголъ, составляемый съ осью ж-овъ 
прямою L, соединяющею точку Ç плоскости съ нѣкоторою точкою z 
безконечной вѣтви алгебраической кривой, мы замѣчаемъ, что при 
удаленіи точки z вдоль по безконечной вѣтви алгебраической кривой 
прямая L стремится къ некоторому опредѣленному положенію, соста­
вляющему уголъ Ѳ0 съ осью х-оъъ. Будемъ называть уголъ 00 асгшп-
тотическиш для даннаго направленія безконечной вѣтви. 

Разсматривая дугу безконечнаго круга между двумя вѣтвями 
даннаго контура съ асимптотическими углами Ѳй и Оѵ мы замѣтимъ, 
что всякій интегралъ 

распространенный на эту дугу будетъ равенъ 

независимо отъ величины T. 
Отсюда слѣдуетъ, что части интеграловъ суммы (20) относя­

щаяся къ дугамъ безконечнаго круга, взаимно сокращаются, ибо въ 
выраженіи (20) столько же интеграловъ со знакомъ -+-, сколько со 
знакомъ минусъ. 

Итакъ мы видимъ, что дуги безконечнаго круга, вводимыя при 
доказательствѣ теоремы, не играютъ никакой роли въ окончательномъ 
результатѣ. 

' 26. Доказательство высказанной теоремы разобьемъ на нѣсколько 
частей. 

Сначала покажемъ, что вещественная часть суммы двухъ инте­
граловъ 

еоотвѣтствующихъ двумъ точкамъ \ и у®, дающимъ единственную 
пару на контурѣ, стремится къ f(s0) по мѣрѣ приближенія точки \ къ 
точкѣ контура Ж 0 , соотвѣтствующей значенію s 0 дуги. 

Обозначал черезъ £ (J) вещественную часть J, разсмотримъ 
разность 



Эта разность равна, очевидно, вещественной части интеграла 

Каждому числу 8, > О сопоставляемъ по произволу другое по­
ложительное число 8 меньшее 8,. 

Здѣсь для сокращенія письма написана буква к) вмѣсто і\к

{1). 
Предполагая сначала контуръ замкнутымъ, получимъ 

Вслѣдствіе непрерывности Функціи f (s) можно каждому числу 8 
сопоставить другое положительное число а, чтобы было при 

Поведемъ точку \ по нормали точки М0 контура къ точкѣ М0. 
По доказанной уже теоремѣ получаемъ для достаточно близкихъ 

точекъ \ и 0 къ точкѣ М0 соотношенія 

гдѣ s безконечно малая величина. 
Отсюда получаемъ 

гдѣ Жнѣкоторое определенное число не меньшее maximum'а шахішогшп 
значеній 
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Не трудно видѣть, что эти интегралы сохраняют* конечный зна-
ченія и всѣ наши разсужденія приведенныя выше сохраняются. 

Что касается до частей интеграловъ, относящихся къ дополни-
тельнымъ дугамъ круга безконечнаго радіуса, то мы замѣчаемъ, что 
онѣ взаимно сокращаются, ибо, будучи разныхъ знаковъ, имѣютъ 

общую величину ) /"(оо) | -^, гдѣ у абсолютная величина разности 

асимптотическихъ угловъ вѣтвей контура, между которыми проведена 
разсматриваемая дуга. 

Нетрудно видѣть, что вещественная часть a выраженія (20) есть 
рѣшеніе уравненія Лапласа, ибо всѣ т{іР) суть Функціи отъ \, тогда 
какъ 7)(ар"*"1> отъ і. 

27. Можно показать, что всѣ интегралы конечны, откуда бу­
детъ слѣдовать, что Функція ю также конечна. Подобнымъ же обра­
зомъ необходимо показать, что всѣ производный Функпіи w первыхъ 
двухъ порядковъ будутъ конечный. 

Возьмемъ число а, чтобы имѣли мѣсто неравенства 

I *—5 I > « , ! Г~ I > а , | ) > А , j Z ~ ^ | > а 

для всѣхъ точекъ групы и всѣхъ точекъ контура. 

Для контура съ безконечными вѣтвями вмѣсто интеграла 

Возьмемъ число а, соответствующее числу 8, и s достаточно ма­
лое для того чтобы было 
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Полагая 

Это выраженіе показываетъ, что Функція ы конечна. 
Дифференцируя получимъ 

гдѣ Аъ и В0 суть числа постоянный, а 31/', 93/> нѣкоторыя Функціи 

отъ х и у. 
Въ интегралахъ, входящихъ въ выраженія (21), (22), не­

зависимая перемѣнная есть дуга s, которая измѣняется вдоль по кон­
туру. Чтобы показать конечность выраженій (21), (22), для кон-
туровъ съ безконечными вѣтвями, введемъ новыя независимый пере­
менный 

.(23) 

Нетрудно видѣть, что части контура, состоящія изъ дугъ безко-
нечнаго круга, не вліяютъ на выраженія (21), (22). 

При удаленіи точки В вдоль по каждой изъ безконечныхъ вѣтвей 
диФФеренціалы перемѣнныхъ (23) иѣнякггъ свой звакь конечное число 
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разъ. Принимая это въ соображеніе, а также то, что величины (23) 
на основаніи приведенныхъ выше неравенствъ, сохраняютъ конечный 
значенія, мы замѣчаемъ, что выраженія (21), (22), приводятся 
къ конечному числу интеграловъ, взятыхъ отъ конечной Функціи въ 
конечныхъ предѣлахъ, откуда будетъ слѣдовать, что 

дпы 
' дхе дуЗ 

конечны и опредѣленны для всѣхъ точекъ внутри контура, дающихъ 
для коэФФиціентовъ 3t/', 33/> числа конечный и опредѣленныя. Точки 
внутри контура, обращающія въ безконечность или неопределенность 
указанный коэФФиціенты подлежать особому разсмотрѣнію. 

28. Функція ы однозначна, какъ симметрическая Функція корней 
всѣхъ операщй. 

29. На основаніи доказаннаго въ параграфѣ 26 мы видимъ, что 
при приближеніи \ къ точкѣ М0 (s0) контура вещественная часть 
суммы двухъ интеграловъ 

приближается къ числу f(s0). 
' Нетрудно видѣть, что сумма всѣхъ остальныхъ интеграловъ стре­

мится къ нулю, ибо остальныя точки сближаются попарно и отстоять 
на конечномъ_разстояніи отъ контура и, следовательно, соответствен­
ные интегралы, оставаясь конечными, попарно сокращаются, будучи 
разныхъ знаковъ. 

Итакъ мы видимъ, что функція ю {х, у) действительно прини­
мает* заданный значенія f(s) на контуре. 

30. Сопоставляя все сказанное, мы видимъ, что решеніе для 
контура, удовлетворяющаго предписаннымъ условіямъ, выражается 
по Формулѣ 
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Функція Ф цѣлая, представляющая первую часть уравненія 

Употребляя обозначенія £ = ре«в, Г = ГЕ^, мы получимъ послѣ 
простыхъ преобразованій извѣстный интегралъ Пуассона 

дающаго новыя точки операціи порядка р. 

31. Приложишь наши общія разсужденія къ нѣсколькимъпримѣ-
рамъ, причемъ начнемъ со случаевъ проствйшихъ: прямой линіи н 
круга. 

Пусть заданный контуръ прямолинейный и примемъ его за 
ось ж-овъ. 

Уравненіе контура имѣетъ видъ: 

откуда получаемъ 

или 

Рѣшеніе задачи имѣетъ видъ: 

32. Въ случаѣ круга основная теорема даетъ рѣшеніе задачи, 
какъ для внутренней части круга, такъ и для внѣшней. 

Въ обоихъ случаяхъ мы получимъ Формулу 

Уравненіе круга есть ж 2 н-у 2 = г 2, что даетъ g = r s , откуда 
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Для внѣшней части направленіе контура мѣняется и мы полу­
чаемъ интегралъ 

Легко видѣть, что логариѳмическій гютенціалъ виѣшнихъ точекъ 
равенъ значеніямъ потеяціала внутреннихъ, причемъ соотвѣтствіе то­
чекъ устанавливается наоенованіи преобразованія при помощи обрат-
ныхъ радіусовъ векторовъ. 

33. Обращаясь къ боліе сложнымъ контурамъ, дающимъ конеч­
ный трупы, разсмотримъ равностороннюю гиперболу: 

X*—у* —а?. 

Вводя комплексный величины, будемъ имѣть £ а - 4 - £ * = 2 а г . Урав-
неніе Ф 1 (т|(1), ?) = 0, которое даетъ новыя точки первой операціи, 
пишется такъ: 

2а« = 0 (25) 

сдѣлаемъ вторую операцію 

^ші Ѵ)<1)2 — 2а 3 = 0 . . . '. (26) 

Перемѣняя въуравненіи (25) -+- і на — і , получимъ 

2а* = 0 (27) 

Вычитая изъ уравненія (26) уравненіе (27), мы получимъ 

Ы*>~ W - H S - ) = O . 

Уравненіе Ф , (ті(а), £) = О, дающее новыя точки второй опера-
ціи, получаетъ видъ: 

т ^ - ь ^ — О . 

Это уравненіе даетъ точку—?, образующую пару съ одною изъ 
точекъ 

Третья операція воспроизводить точки первой и мы получаемъ 
группу четырехъ точекъ, образующихъ двѣ пары 

<& Л ( - 4 Ъ<») 



гдѣ 

Въ этомъ случаѣ 

откуда получается рѣшеніе задачи Дирихле для части плоскости, 
содержащей одинъ изъ Фокусовъ гиперболы и ограниченной вѣтвью 
гиперболы и дугою безконечнаго круга. 

Это рѣшеніе выражается слѣдующимъ образомъ: 

Этою второю операдіею исчерпывается группа точекъ. 
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Такимъ образомъ мы видимъ, что для внутренней части одного 
изъ листковъ лемнискаты будемъ имѣть 

35. Рѣшеніе для лемнискаты должно получаться изъ рѣшенія 
для гиперболы при помощи преобразованія по способу обратныхъ ра-
діусовъ векторовъ. 

Въ самомъ дѣлѣ, прилагая Формулы преобразованія 

гдѣ контуръ у есть преобразованіе контура С. 

36. Какъ примѣръ на случай контура третьяго рода, разсмотримъ 
квадранта круга. 

Будемъ разсматривать часть плоскости, расположенную въ поло-
жительномъ углѣ между осями координатъ внутри круга 
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37. Обращаясь къ разсмотрѣпію контуровъ, дающихъ безконеч-
ныя групы, оставимъ въ сторонѣ контуры съ неправильными тру­
пами и обратимся къ контурамъ съ правильными трупами. 

Можно показать справедливость слѣдующаго предложенія. 
Если контуръ, имѣющій правильную трупу, удовлетворяетъ 

условіямъ: 
1) для всѣхъ точекъ % области, ограниченной контуромъ, ни 

одна изъ точекъ групы не должна попадать на контуръ ; 
2) когда g приближается къ контуру, то она даетъ единственную 

пару на контурѣ, то для такого контура рѣшеніе задачи Дирихле 
дается вещественною частью и безконечнаго ряда 

Четвертая операція не вводить болѣе новыхъ точекъ. 
Итакъ, въ случаѣ квадранта Функція Ü получаетъ видъ: 

Третья операція даетъ одну только новую точку 

Исключая количество между уравненіями (32) и (33), полу­
чимъ точки второй операціи. 

Новыя точки даются уравненіемъ 

Іочки первой операціи даются корнями уравненія 
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если этотъ рядъ абсолютно сходящійся. Здѣсь внутренняя сумма рас­
пространяется на всѣ корни ті(П) операціи порядка и. 

Доказательство то же, что и для групъ конечныхъ. 
Выраженіе (34) будучи Функціей отъ даетъ своею веще­

ственною частью рѣшеніе уравненія Лапласа, конечное для всѣхъ 
значеній \ разсматриваемой области. Функція и обращается въ f(s) 
для точекъ M контура, ибо 

Что касается интеграловъ, соотвѣтствующихъ другимъ парамъ, то 
они попарно уничтожаются, будучи разныхъ знаковъ, при сближеніи 
точекъ. 

Безконечность числа паръ не мѣшаетъ доказательству, ибо мы 
предполагаемъ рядъ (34) абсолютно сходящимся и, слѣдовательно, 
сумма всѣхъ интеграловъ одного знака конечная. 

Однозначность Функціи (34) слѣдуетъ изъ симметричности отно­
сительно корней каждой изъ операцій. 

Для того, чтобы получалось дѣйствительно рѣшеніе задачи Ди­
рихле, надо убѣдиться въ конечности частныхъ производныхъ пер-
выхъ двухъ порядковъ. 

38. Что касается контуровъ съ правильными групами, для ко-
торыхъ рядъ (34) не абсолютно сходящійся, то относительно ихъ за-
мѣтимъ, что въ большинетвѣ случаевъ приходится разсматривать пре-
дѣлъ величины 

при возрастании к до безконечности и для каждаго частнаго случая 
доказывать, что этотъ предѣлъ удовлетворяетъ всѣмъ условіямъ, тре-
буемымъ отъ рѣшенія задачи Дирихле. 
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Выраженіе (35) конечно можно представить въ видѣ: 

39. Приложим* общія соображенія относительно контуровъ съ 
правильными трупами къ нѣсколькимъ примѣрамъ. 

Изъ коническихъ сѣченій правильный трупы даютъ эллипсъ, па­
рабола и система двухъ параллельныхъ прямыхъ. 

Можно разсматривать случаи параболы и системы двухъ пря­
мыхъ, какъ предѣльные для случая эллипса. 

40. Возьмемъ уравненіе эллипса въ видѣ: 

Вводя количества комплексный, получимъ 

Будемъ употреблять слѣдующія обозначенін 

гдѣ А К некоторая Функція отъ \ и независимая отъ Г, черезъ Функ-
пди извѣстныя, то вопросъ приводится къ разсмотрѣнію выраженія 
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На основаніи этихъ соотношеній уравненіе первой операціи при­
нимаешь видъ: 

ÏJWV f — 2 ^ V 1 ' $ + V = 0 (36) 

Если точка \ лежитъ внутри эллипса, то точки t)(1) (36) будутъ 
внѣ его. 

Новыя точки операціи порядка к получатся изъ уравненія 

?—2aJJ ,,<*> Ç -#- V * = 0 • • • • < 3 7 ) 

гдѣ Ç — £ , если к четное и X, = % если к нечетное. 
Нетрудно видѣть, что точки (37) tfk) операціи порядка к совпа-

даютъ съ точками первой операціи, произведенной надъ \ по отноше-
нію къ эллипсу, полуоси котораго суть 

«*> Ъю 

отсюда получается, что эти точки находятся внѣ эллипса 

потому что £ находится внутри его, ибо 

ак > а >
 Ък > ь-

Числа ак, Ък безгранично /возрастаютъ по мѣрѣ увеличенія 
значка к и мы видимъ, что свободная точка операціи порядка к неопре­
деленно удаляется; поэтому група будетъ правильная. 

Всѣ точки групы расположены парами на гипербѳлѣ соФокусной 
съ даннымъ эллипсомъ и только одна пара лежитъ на контурѣ. 

кромѣ того 
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Отсюда слѣдуетъ, что рѣшеніе задачи Дирихле можетъ быть 
дано рѣшеніемъ 

гдѣ Ç = Sj для и четнаго и Ç = £ для и нечетнаго. 
Выраженіе (38) можетъ быть представлено въ видѣ 

причемъ G не зависитъ отъ г. 

41. Остается убѣдитьея, что рядъ (28) абсолютно сходящійся 
для всѣхъ значеній £ внутри эллипса. 

Въ самомъ дѣлѣ, можно показать, что точки -tfr находятся внѣ 
эллипса 

гдѣ 8 окружность эллипса, a т\іП\ т)2

<П) точки операщи порядка п. 
На основаніи неравеяствъ (39) мы получимъ 
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Принимая во вниманіе неравенство | f (s) | < А, мы полу­
чимъ, что члены ряда (40), начиная съ и = 2, будутъ меньше чле-
новъ сходящагося ряда 

n = оо 

2 AS 1 
тс а2П_1~а 

и = 2 

откуда мы и замѣчаемъ, что рядъ (38) абсолютно сходящійся. 
Подобнымъ же образомъ докажется конечность частныхъ про-

изводныхъ. 

42. Не трудно видѣть, что можно суммировать рядъ (38) при 
помощи эллиптическихъ Функцій; получается выраженіе, къ которому 
можно придти изъ замѣчательныхъ соображеній Шварца *) объ 
изображении поверхности эллипса на поверхности круга. Вслѣдствіе 
сложности окончательнаго выраженія, удобиѣе на практикѣ вычислять 
непосредственно по ряду (38), который хорошо сходится. 

43. Переходя къ предѣльнымъ случаямъ, возьмемъ параболу. 
Уравненіе параболы можетъ быть написано такъ 

уі —р2 — 2рх. 
Отсюда 

4р* — 4р І) = 0. 

Точки первой операціи получаются изъ уравненій 

r, u > a — 2т,(1> І •+- \* -+- ép* — 4^Tfjaî — 4j>Ç = 0 . . . . . (41) 

Легко видѣть, что, прилагая нашу методу, мы получимъ точки 
операціи порядка к при помощи уравненія 

/ J 2 _ 2 Ч Л [Ç 2fc2 p] -+• [Ç — 2к* pf = О, 

гдѣ — \ при к четномъ и £ = £ при ft нечетномъ. 
Рѣшеніе задачи выражается по Формулѣ 

*) Schwarz. Rappresentazione di tm'elliese аорта пп circolo. Annali di Mathe­
matics pura ed applicata. Serie II. Tomo Ш . 
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гд-fe 

ГДѣ 

Это рѣшеніе прилагается къ части плоскости заключающей 
Фокусъ. 

44. Мы закончимъ разсмотрѣніе коническихъ сѣченій разбором* 
случая двухъ параллельныхъ прямыхъ, какъ предѣльнаго для эллипса. 

Увеличимъ большую полуось а эллипса до безконечности, оставляя 
другую полуось Ъ безъ измѣненія. 

Мы будемъ имѣть 
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Эти четыре точки суть зеркальный изображенія (Spiegelungen) 
точки \ въ заданныхъ прямыхъ. 

Произведем^ вторую операцію 

Исключая величину между уравненіями (43) и (44), полу­
чимъ слѣдующее приведенное уравненіе, освобожденное отъ кратныхъ 
корней 
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Отсюда получается 8 новыхъ точекъ второй операціи 

*) Cayley. Mémoire sur les fonctions doublement périodiques. Tom. X Journal 
de Lionville, pag. 385. 

Продолжая далѣе нослѣдовательныя операціи, мы првходимъ къ 
слѣдующему заключенію. 

Точки, образуемый всѣми оііераціями нечетнаго порядка до опе-
раціи порядка 2к -+-1 включительно оиредѣляются корнями уравненія 

причемъ равенство имѣегъ мѣсто при условіи 

Операнде четнаго порядка до порядка 2к включительно даютъ 
совокупность точекъ опредѣляемыхъ уравненіемъ 

Введемъ въ разсмотрѣніе слѣдующія эллиптическія Функщи 

Оказывается, что рѣшеніе задачи Дирихле имѣетъ мѣсго при 
Фѵнкпіи *) 

причемъ равенство имѣегъ мѣсто при À > 0 и {«. > 0, а равенство 
J X I -ь I \х J = к при X > 0 или I*. > U. 
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гдѣ 

обозначимъ 

Получаемъ 

Для приложеній этой Формулы удобнѣе помѣстить начало ко­
ординат* въ центръ прямоугольника, тогда 

Такъ какъ въ рѣшеніе задачи входить логарвѳмическая про­
изводная Функціи О , то мы можемъ замѣнить Функцію 



ГЛАВА IV. 

О проекціяхъ Чебышева. 

1. Основвымъ вопросомъ картографіи является построеніе вы-
годнѣйшихъ проекцій. Если изображаемая поверхность разверты­
вается на плоскость, тогда возможна совершенная карта, сохраняющая 
полное подобіе конечныхъ Фигуръ, причемъ всѣ длины карты пропор-
ціональны соотвѣтственнымъ длинамъ изображаемой поверхности. 
Если поверхность не можетъ развертываться на плоскости, какъ это 
имѣетъ мѣсто въ самомъ важномъ для практики случаѣ изображенія 
земной поверхности, тогда приходится изъ безчисленнаго множества 
возможныхъ способовъ изобращевія, искажающихъ по необходимости 
длины, выбирать выгоднѣйшіе въ томъ или другомъ отношеніи. 

2. Уже съ давнихъ временъ получили преимущественное упо-
требленіе карты съ подобіемъ въ безконечно малыхъ частяхъ, ибо эти 
проекціи сохраняютъ углы. Требованіе подобія безконечно малыхъ 
частей оставляетъ много произвола, ибо Формулы, дающія проекціи, 
Заключаютъ произвольный Функціи, а*потому кромѣ этого основного 
требованія можно поставить еще другія. Такъ напримѣръ, Лагранжъ 
поставить требованіе, чтобы меридіаны и параллели изображались 
кругами, т. е. такими линіями, которыя просто вычерчиваются. 

Это добавочное требованіе, ограничивая произвольный Функціи, 
оставляетъ еще нѣкоторый произволъ въ видѣ постоянныхъ парамет-
ровъ карты. 
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Вовторомъ изъ мемуаровъ о картахъ Лагранжъ показываете, 
что постоянными произвольными можно распорядиться такъ, чтобы 
сдѣлать уклоненіе масштаба отъ постоянства для разныхъ точекъ 
страны по возможности малымъ. Онъ показываетъ, что при всякомъ 
выборѣ постоянныхъ существуетъ въ его проекціяхъ нѣкоторая точка, 
около которой масштабъ измѣняетея мало. Эта точка соотвѣтствуетъ 
minimum'y масштаба. Лагранжъ предлагаетъ подбирать постоянный 
произвольный такъ, чтобы эта точка пришлась въ центрѣ изобра­
жаемой страны. Разсужденія Лагранжа, какъ основанныя на разло-
женіяхъ въ ряды, имѣютъ мѣсто, очевидно, лишь для странъ неболь-
шйхъ. 

3. Тиссо *) предлагаетъ свою теорію построенія выгоднѣйшихъ 
проекцій, основанную на слѣдующихъ положеніяхъ: 1) углы могутъ 
не сохраняться, но они должны искажаться на достаточно малыя ко­
личества, чтобы каждый листъ карты могъ представлять настоящій 
топограФическій планъ; 2) масштабъ будетъ мѣняться, конечно, отъ 
листа къ листу; нужно сдѣлать это измѣненіе по возможности малымъ; 
3) Формулы, дающія прямоугольный координаты карты въ Функціяхъ 
отъ долготы и широты, должны быть по возможности просты, для 
облегченія возможности вычисленія положенія большаго числа мѣстъ 
на картѣ. 

Для того чтобы удовлетворить этимътребованіямъ, Тиссо исхо­
дить изъ разложенія прямоугольныхъ координатъ въ ряды, располо­
женные по степенямъ разности долготъ и широтъ; его разсужденія 
аналогичны съ разсужденіями Лагранжа и приложимы для странъ 
малаго протяженія. Необходимо имѣть въ виду, что получаются хо­
рошая карты, если изображаемая страна не велика, по какой бы изъ 
проекцій, сохраняющихъ подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ её 
не изображать. 

4. Искаженія изображений дѣлаются чувствительными лишь при 
изображеніи странъ болѣе значительныхъ размѣровъ, и тогда является 
весьма важный вопросъ сдѣлать искаженія по возможности малыми 
для всѣхъ точекъ внутри контура изображаемой страны. 

*) Tissot Mémoire sur la représentation des surfaces et les projections des cartes 
géographiques 1879. Nouvelles Annales de Mathématiques t. Д Ѵ Ш . 
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Этотъ вопросъ неопределенный самъ по себѣ, ибо наименьшее 
искаженіе на всей поверхности данной страны можно понимать раз­
лично. 

5 ; Наиболѣе распространенный способъ разсмотрѣнія подобнаго 
рода вопросовъ состоять въ примѣненіи способа наименьшихъ квадра-
товъ. Такъ например* этотъ способ* употребил* астроном* Эри при 
вычисленіи центральной проекціи, названной имъ projection by balance 
of errors *). 

Въ первой главѣ мы видѣли, что центральная проекція заклю­
чает* одну произвольную Функцію: радіусъ альмикантаратовъ на 
картѣ. Эри дѣлаетъ minimum сумму квадратовъ ошибок* распро­
страненную на цѣлую площадь одного изъ альмикантаратовъ. Прихо­
дится разсмотрѣть minimum интеграла 

щѣ а, Ъ суть полуоси эллипса искаженія, а за ошибку каждой точки 
принимается Функція 

Такимъ способомъ разсужденія Эри желаетъ получить проекцію, 
которая бы мало уклонялась отъ сохраненія площадей и сохраненія 
подобія въ безконечно малыхъ частяхъ. 

Задача приводится къ выбору искомой Функціи, дающей радіусъ 
альмикантаратовъ такъ, чтобы опредѣленный интеграл* (1) был* mi­
nimum и, слѣдоватедьно, приводится къ очень простому вопросу обы-
кновеннаго варіаціоннаго исчисленія. Еще проще вопросъ, разсматри-
ваемый полковвикомъ Генри Джемсомъ и капитаномъ Кларкомъ **). 
Они ищутъ выгоднѣйшую центральную перспективную проекцію, при 
чемъ положеніе точки глаза опредѣляется выборомъ одной постоянной 
произвольной, такъ чтобы интегралъ(1)былъ minimum. Въ этомъ слу-
чаѣ интеграл, есть вполнѣ определенная Функція отъ разстоянія точки 
глаза до центра шара и, слѣдовательно, нахожденіе ея minimum'a 
представляет* элементарную задачу диФФеренціальиаго исчисленія. 

*) G. В. Airy. Explanation of a projection by Balance of Errors for maps applying 
to а тегу large extent of the Earth's surface. Philos. Transact. Dec. 1861, p. 409—421. 

**)Col.H. James and Cap. A. R. Шагке. On projections for maps applying to a 
very large extent of the Earth's surface. Philos. Mag. 1862, p. 306—312. 
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Въ этомъ же - направлении произведены изслѣдованія Вебе-
ромъ *) и Эйзенлоромъ **). Эти авторы берутъ проекціи съ 
сохраненіемъ подобія въ безконечно малыхъ частяхъ и подбираютъ 
произвольный Функціи, такъ чтобы двойной интегралъ отъ нѣкоторой 
Функціи масштаба, распространенный на площадь изображаемой 
страны былъ minimum, то есть приводятъ задачу къ варіаціонному 
исчисленію. 

6. Гораздо болыній теоретически интересъ представляютъ по­
пытки приложенія къ вопросу о нахожденіи выгоднѣйшихъ проекцій 
теоріи Функцій наименѣе уклоняющихся отъ нуля. 

Эта теорія, получившая извѣстность послѣ работъ Чебышева, 
примѣнялась на практикѣ уже давно, хотя Чебышевъ первый её 
окончательно Формулировалъ ипоказалъ наиболѣе важныя приложенія. 

Такъ напримѣръ Эйлеръ ***) въ мемуарѣ о проекціи Делил я 
приводить слѣдующія разсужденія. 

Разсмотримъ коническую проекцію, определяемую Формулами 

Итакъ, эллипсъ искаженія имѣетъ уравненіе 

*) Weber. Ueber ein Princip der Abbildung der Theile einer krummen Oberfläche 
auf eine Ebene. 1867. Jonrn. т. Crelle, t. LXV1I. 

**) Eisenlohr. üeber die Flächenabbildung 1870. Journal топ Crelle, t. LXXH. 
***) Euler. De projectione geographica .Delisliana in mappa generali Imperii 

Russici usitata. Acta Academiae pro Anno MDCCLXXVn, pars prior. 

гдѣ Ь радіусъ экватора карты, а к, I двѣ другихъ постоянныхъ вели­
чины. Постоянную I можно положить равною нулю, что будетъ соот-
вѣтствовать принятію перваго меридіана карты за ось ж-овъ. 

Въ нашемъ случаѣ, предполагая изображеніе шара, получимъ 



Эйлеръ подбираете два козФФиціента к и Ъ такъ, чтобы функція 

f(x) — k(b— х) — cosx 

уклонялась наименѣе отъ нуля въ границахъ 

0 < a < z < ß < - | -

и полагаетъ для этой цѣли 

f («•) = — f (arc sink) = f(ß). 

7. Замѣчательный примѣръ рѣшенія подобнаго рода вопросовъ 
представляютъ проекціи А . Маркова *). Авторъ ' ставить цѣлью 
разсмотрѣніе коннческихъ проекцій 

р =/•(«), Ѳ = кѵ, 

гдѣ V долгота, а и разстояніе точки по меридіану отъ полюса (или отъ 
другой опредѣленной точки). 

Предполагая, что радіусъ параллели В (и) представляетъ такую 
Функцію и, которая для изображаемой части поверхности удовлетво­
ряете условіямъ 

В'(и)>0, й " ( м ) < 0 

А . Марковъ ставите слѣдуюшую задачу: 
Опредѣлить постоянное к и возрастающую Функцію f (и) такъ, 

чтобы наибольшее численное значеніе логариѳмовъ 

при Mj < и < « 2 достигало своего minimnm'a. 
Не указывая путь, который во всѣхъ случаяхъ приводилъ бы 

навѣрно къ рѣшенію подобныхъ задачъ, А . Марковъ даетъ слѣдую-
щее рѣтеніе поставленной имъ задачи. 

*) А. А. Марковъ. О наивыгоднѣйшихъ йзображеніяхънекоторой части дан­
ной поверхности вращенія на плоскости. Извѣстія Императорской Акаіеыіи Наукъ 
T. I I , № 3, стр. 177-187. 



— 176 — 

8. Мы перейдемъ теперь къ разсмотрѣнію теоремы Чебышева 
о прбекціяхъ, составляющихъ подобіе въ безконечно малыхъ частяхъ, 
представляющей первое замѣчательное приложеніе соображеній изъ 
теоріи Функцій наименѣе уклоняющихся отъ нуля къ уравненіямъ съ 
частными производными. 

Въ засѣданіи 18 Января 1853 года Императорской С.-Петер­
бургской Академіи Наукъ Чебышевъ сдѣлалъ сообщеніе о геогра-
Фическихъ картахъ, въ которомъ приводить безъ доказательства сле­
дующее предложеніе *): 

«По обозначеніямъ Лагранжа масштабъ карты выражается 
такъ: 

гдѣ положительная часть, составленная изъ произвольныхъ Функцій, 
есть не что иное, какъ интегралъ уравненія 

диі ~*~ dt* — О-

*) A. Germain. Traité des projections des cartes géographiques. 

гдѣ числа X и ц опредѣляются уравненіями 

Наименьшее уклоненіе отъ нуля логариѳмовъ обоихъ масштабовъ 
даетъ проекція, определяемая условіями 
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Слѣдовательно, уклоненія (écarts) масштаба зависать отъ измѣ-
неній (déviations) Функціи lg g U _^e—u и интеграла этого уравненія. 

На основаніи замѣчательныхъ свойствъ этого уравненія можно 
показать (on parvient à reconnaitre), что minimum уклоненія его инте­
грала отъ Функціи lg pjïg—u въ пространствѣ, ограниченномъ ка­
кою-нибудь кривою, можетъ имѣть мѣсто лишь въ томъ случаѣ, когда 
разность 

имѣетъ постоянное значеніе для точекъ этой кривой». 
Въконцѣ своей замѣтки Чебышевъ обѣщалъ подробную статью 

о картахъ, которая къ сожалѣнію не появилась при его жизни, такъ 
что ни имъ, ни другими авторами не было дано до сихъ поръ доказа­
тельства приведеннаго выше замѣчательнаго предложенія. 

Работы Вебера и Эйзенлора, аналогичный по результатамъ, 
имѣютъ мало общаго по существу съ вопросомъ Чебышева. 

Мнѣудалось найти простое доказательство теоремы Чебышева, 
что было предметомъ краткаго сообщения, сдѣланнаго 10 Августа 
1894 года на Congrès de l'Association française pour l'avancement 
des sciences въ городѣ Канѣ (Caen) и напечатаннаго затѣмъ въ тру-
дахъ съѣзда. 

Доказательству теоремы Чебышева иразсмотрѣнію его проек-
цій посвящается настоящая глава. 

9. Лемма I. Если Функція f(x, у) конечна, однозначна и не­
прерывна вмѣстѣ со своими производными для всѣхъ точекъ внутри 
контура и равна нулю на контурѣ, то существуетъ безчисленное мно­
жество точекъ внутри контура, для которыхъ имѣють мѣсто нера­
венства: 

m *)>о, г * л * , у)<о, r ^ r w - ^ v > o 
или m * ) « > , У)>О, rmr„-rj>o, 
причемъ эти точки заполяяютъ одну или нѣсколько площадей конеч­
ныхъ размѣровъ. 

Предположимъ, что для всѣхъ точекъ внутри контура Функція f 
больше нуля, что всегда возможно, ибо, если бы Функщя была отри­
цательная, то мы перемѣнили бы её знакъ, разсматривая — f(x, у). 

12 
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Если f мѣняетъ знакъ внутри контура, то положительный зна-
ченія Функціи ОТДЕЛЯЮТСЯ отъ отрицательныхъ линіею, по которой 
значенія Функціи равны нулю и, слѣдовательно, существуетъ такой 
контуръ с, составляющей часть контура С, который обладаетъ жела-
емымъ свойствомъ. 

Возьмемъ касательную къ контуру О 

а = О, 

параллельную направленію, образующему съ осью у-овъ уголъ «, 

а = x cos w -+- у sin <a —p 

и оставляющую весь контуръ G по одну сторону. 
Предположимъ, что а > О со стороны контура. Если контуръ 

имѣетъ точки перегиба, особенныя точки или прямолинейныя части, 
тогда проводимъ прямую даннаго направленія такую, которая имѣетъ 
одну или нѣсколько точекъ общихъ съ контуромъ и весь контуръ ле-
житъ по одну сторону. 

Разсмотрймъ разность 
F=f~ Хсс, 

гдѣ X произвольный параметръ. 
Относительно Функціи F можно замѣтить, что она непрерывна, 

однозначна и конечна вмѣстѣ со всѣми ея производными внутри кон­
тура С. Кромѣ того 

дх2 dj/ 2 \дхду) дх*дуг \дх~ду)' 

Полагая X = 0. получимъ, что Функція F совпадаетъ съ Функ-
ціею f и, следовательно, на контурѣ G равна нулю, а внутри поло­
жительна. 

Будемъ давать X возрастающія положительный значенія, начиная 
съ достаточно малыхъ. 

Положимъ, что мы дали X такое значеніе Х 1 5 при которомъ оста­
ются еще внутри контура G положительный значенія Функщи F. 

Такъ какъ значенія Функціи F на контурѣ С будутъ тогда отри­
цательный и равныя нулю въ тѣхъ точкахъ, который общія контуру 
и нрямой а = О, то положительный значенія Функціи F при этомъ 
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значеніи \ заключаются внутри контура Сѵ для котораго F— 0 и 
который весь заключается внутри контура С. 

Очевидно, что при всякомъ значеніи угла о существуетъ пре-
дѣльное значеніе X, которое будетъ,чслѣдовательно, нѣкоторою Фун-
вдіею отъ ы и для котораго F перестаетъ ииѣть положительный зна-
ченія внутри контура. 

Обозначишь предѣльное значеніе при данномъ углѣ а черезъ X (и). 
Давая углу о всѣ возможный значенія отъ 0 до 2тг, мы будемъ 

рассматривать соотвѣтственныя значеніи Х(о); при этомъ замѣтимъ, 
что X (о) имѣетъ наименьшее значеніе отличное отъ нуля. Назовемъ 
это значеніе Х 0 . 

Разсматривая уголъ «а и X, какъ полярныя координаты на 
плоскости, проведемъ изъ полюса какъ центра кругъ К радіуса Х 0 . 

Итакъ, положимъ, что у насъ выбраны о и X, соотвѣтствующія 
нѣкоторой точкѣ внутри круга Я , тогда Функція F обращается въ 
нуль на иѣкоторомъ контурѣ С, , лежащемъ внутри контура G и со­
храняете, положительный значенія внутри этого контура. Отсюда слѣ-
дуетъ, что существуетъ одна или нѣсколько точекъ внутри контура Сѵ  

для которыхъ Функція F будетъ maximum. 
Аналитически это приводится къ тому, что существуетъ одна или 

нѣсколько паръ вещественныхъ чиселъ 

хѵ Ух 

соотвѣтствующихъ точкамъ внутри контура Сѵ удовлетвори ющихъ 
слѣдующимъ условіямъ 

Пока- точка опредѣляется числами X и <а, лежащими внутри круга 
К, существуютъ вещественный рѣшенія хѵ уг системы (*). 

Такъ какъ изъ уравненій 

12* 
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нельзя исключить л и ы, то зависимости между хѵ ух никакой не су­
ществуете и мыможемъ сказать, что хх, ух будутъ перемѣнныя неза­
висимый при измѣненіи внутри нѣкотораго контура конечныхъ размѣ-
ровъ, точки внутри котораго соотвѣтствуютъ различнымъ точкамъ 
внутри круга К. 

Итакъ лемма доказана. При доказательстве этой теоремы доста­
точно требовать непрерывности производныхъ только первыхъ двухъ 
порядковъ. 

10. Лемма II. Если Функція <р (х) конечна, непрерывна и одно­
значна вмѣстѣ со своими производными и такова, что въ границахъ 
контура ея вторая производная не мѣняетъ знака, то разность 

будучи нулемъ для точекъ контура, совпадаете по знаку съ Ф' (х) для 
всѣхъ точекъ внутри контура. Здѣсь и есть, конечно, не что иное, 
какъ соответствующее рѣшеніе уравненія Дм = 0. 

Прежде всего замѣчаемъ, что уравненіе Au = 0 влечете за 
собою, какъ слѣдствіе, что для всѣхъ точекъ внутри контура имѣетъ 
мѣсто неравенство 

Требуется-показать, что ѵ не можетъ принимать положитель-
ныхъ зваченій внутри контура. 

Предполояшмъ обратное. Вслѣдствіе непрерывности Функціи и 
положительный лначенія Функціи ѵ должны лежать въ нѣкоторой 
области, ограниченной однимъ или НЕСКОЛЬКИМИ контурами, причемъ 
для точекъ на этихъ контура хъ ѵ — 0. 

На основаніи леммы I мы замѣчаемъ, что внутри этихъ конту-
ровъ существуетъ безчисленное множество точекъ, заполняющихъ 
одну или нѣсколько площадей конечныхъ размѣровъ, для которыхъ 
будутъ имѣть мѣсто неравенства 

и — Ф (ж), 

Положимъ, что Ф " ( Ж ) < 0 ; обозначая разность и — Ф(Ж) че­
резъ V, получимъ 

м = ѵ-ьф(ж) (3) 



справедливый для безчисленнаго множества точекъ, заполняющихъ 
площадь конечныхъ размѣровъ у внутри контура С. Послѣднія не­
равенства показываютъ, что для всѣхъ точекъ внутри контура у 
должно быть 

Такъ какъ частныя производныя -^Jp-, - ^ - будучи сами 
рѣшеніями уравненія Aw = 0 не могутъ равняться нулю внутри кон­
тура у, не обращаясь въ нуль для всѣхъ точекъ внутри контура С, то 
выходить, что для всѣхъ точекъ внутри контура G Функція и совпа­
даете съ 

Ах+Ву-+~С, 

гдѣ А, В, G числа постоянный. 
Отсюда вытекаетъ, что уравненіе контура имѣетъ видь: 

что невозможно, ибо контуръ долженъ быть замкнутый, такъ что 
одному значенію координаты х должны соответствовать но крайней 
мѣрѣ два значенія для у. 

Итакъ, предложеніе доказано для случая <р" < 0. Подобнымъ 
же образомъ покажемъ, что ѵ не можетъ быть отринательнымъ для 
точекъ внутри контура. Очевидно, что наши разсужденія требуютъ 
конечности производныхъ Функціи и до четвертаго порядка. 

11, На основаніи приведенныхъ теоремъ уже не трудно доказать 
теорему Чебышева. 

но вслѣдствіе неравенствъ (4) получаемъ 
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На основапіи равенства (3) получаемъ 

отсюда и изъ уравненія Дм = 0 выходить, что 
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По слѣдствію 4 теоремы 1 третьей главы получается, что су-
ществуетъ единственное рѣшеніе « 0 уравненія Дм = 0, для котораго 
разность 

на контурѣ равна нулю. 
По леммѣ II ФункпДя ѵ0 отрицательная внутри контура. • 
Обозначая черезъ D 0 maximum maximorum абсолютной вели­

чины Функціи ѵ0 внутри контура, мы замѣчаемъ, что D 0 есть то самое 
уклоненіе Функціи #0, которое необходимо разсматривать въ Чебы-
шевскомъ вопросѣ. 

Я покажу, что для всякаго другого рѣшенія их уравненія А« = 0 
разность 

будетъ имѣть большее уклоненіе; другими словами покажемъ, что раз­
ность Dj между наибольшимъ и наименьшимъ изъ значеніи Функціи ѵ1  

въ границахъ контура больше 2?0, каково бы ни было рѣшеніе м г , 
отличное отъ м0. Значенія ѵ1 на контурѣ не могутъ равнятьея нулю, 
ибо Mj не совпадаетъ по предположена съ и0. 

Разсмотримъ наибольшее значеніе Функціи ѵх на контурѣ. Пусть 
оно будетъ а. 

Разсматривая ФѴНКЦІЮ Ѵ1 — a, соотвѣтствуюшую ut — а, мы 
замѣчаемъ, что онаимѣетъ то же уклоненіе Dv что ИФункціяг^между 
тѣмъ какъ для точекъ наконтурѣ принимаетъ значенія отрицательныя 
и обращается въ нуль лишь въ тѣхъ точкахъ контура, въ которыхъ 
ѵ1 имѣетъ значеніе а. 

Фувкцію ѵг— а можно разсматривать, какъ получающуюся отъ 
прибавленія къ Функціи ѵ0 рѣшенія 

ил — а — м0 

уравненія Дм = 0. Это рѣшеніе имѣетъ на контурѣ тѣ же значенія, 
что и Функція ѵг — а. 

По слѣдствію 2 теоремы I третьей главы всѣ значенія функнДи 

Въ самомъ дѣлѣ, если 
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мх — а—м0 внутри контура отрицательный и не равны нулю; слѣдо-
вательно, отъ прибавленія такого рѣшенія рлзность ѵ0 на контурѣ не 
перестаетъ имѣть значеніе равное нулю въ тѣхъ тотеахъ, гдѣ функція 
ѵг — а равна нулю, между тѣмъ какъ maximum maximorum абсолют­
ной величины Функціи ѵ0 долженъ увеличиться, ибо прибавляется къ 
нему нѣкоторое положительное число, такъ что 

что и требовалось доказать. 

12. Доказавъ теорему Чебышева для случая изображения по­
верхности шара на плоскости," то есть въ томъ видѣ, какъ эта теорема 
Формулирована самимъ авторомъ, мы можемъ замѣтить, что она имѣетъ 
мѣсто для любой поверхности вращенія подъ однимъ лишь условіемъ, 
чтобы вторая производная 

ф"(м) 

не мѣняла своего знака въ границахъ разсматриваемаго контура. 
Здѣсь Функція <р обозначаете 

<р (И) = lg А = lg Г = lg м_ 1 (и) (см. 1 глава § 14). 

Такъ напримѣръ, эллипсоидъ вращенія представляетъ примѣръ 
такой поверхности вращенія, для которой теорема Чебышева не 
претерпѣваетъ исключенія. 

Въ самомъ дѣлѣ, мы видѣли уже, что 

причемъ дополненіе широты \ связано съ перемѣнною и соотношеніемъ 

иринимаемъ въ соображеніе, что е а < 1, и замѣчаемъ, что f" {и) не 
мѣияетъ своего знака. Подобнымъ же образомъ покажемъ, что у (и) 
не мѣняетъ знака въ случаѣ Ъ > а. 
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13. Замѣтимъ, что распространите теоремы Чебышева на 
случай поверхностей, для которыхъ (и) мѣняетъ свой знакъ въ гра-
ницахъ контура, можетъ претерпѣвать исключеніе. 

14. Чтобы приложить теорему Чебышева къ изображенію 
данной страны можно воспользоваться соображеніями третьей главы. 
Взявъ картографическая координаты и и г; за прямоугольный коорди­
наты на плоскости, строимъ вспомогательную карту данной страны. 
Изображаемая на этой картѣ страна имѣетъ нѣкоторый контуръ О. 
Подбираемъ такой контуръ Сѵ который достаточно близокъ къ кон­
туру С, и относительно котораго умѣемъ рѣшить задачу Дирихле. 

Относительно этого послѣдняго контура Q мыирѣшаемъ задачу 
объ изображеніи страны съ наименьшимъ отклоненіемъ масштаба. 

При выборѣ контура можно руководствоваться сочиненіемъ 
Гольцъ-Мюллера: Einführung in die Theorie der isogonalen Ver­
wandtschaften und der conformen Abbildungen. Leipzig. 

15. Прилагая теорему Чебышева къ случаю изображенія 
страны, ограниченной дугою нѣкотораго малаго круга на шарѣ, мы 
приходимъ къ стереографической проекціи. 

Очевидно, что стереографическая проекція на плоскости, прохо­
дящей черезъ разсматриваемый контуръ, удовлетворяеть условію те­
оремы; такъ какъ кромѣ того уже извѣстно, что задача допускаетъ 
лишь одно рѣшеніе, то, следовательно, стереографическая проекція въ 
этомъ случаѣ рѣшаетъ задачу Чебышева. 

Возьмемъ центръ перспективы въ южномъ полюсѣ и постараемся 
изобразить въ стереографической проекщи мѣстности, окружающія 
сѣверный полюсъ до нѣкоторой широты и0. 

Обозначая дополненіе широты черезъ £ , получимъ Формулы, вы­
ражающая проекцію въ такомъ видѣ: 

гдѣ соотвѣтствуетъ м0  

Масштабъ равенъ 
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Итакъ мы видимъ, что уклоненіе масштаба равно 

sin2 - | . 

16. Разсмотримъ теперь поясъ шара между двумя параллелями. 
Взявъ на плоскости картограФическія координаты миг;, какъ пря­
моугольный, мы должны будемъ разсматривать полосу между двумя 
параллельными прямыми 

и = м0, ut = ѵѵ 

Пусть дополненія широтъ заданныхъ параллелей будутъ ^ и \ } ; 
тогда полагая 

Полагая масштабъ M равнымъ единицѣ для заданныхъ двухъ 
параллелей, получимъ, что искомая Функцін F должна удовлетворять 
такимъ двумъ условіямъ: 

Если кромѣ того ничто не ограничиваешь значеній перемѣнной ѵ, 
то единственнымъ рѣшеніемъ задачи будетъ, очевидно, Функція 

Подставляя полученную Функцію въ условія (5) и (6), получимъ 

А и 0 В = lg s in^ 0 , ^ M j - b ß = lg s i n ^ . 

Рѣшая эти два уравненія относительно А и В, получаемъ 
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Для большей общности положимъ 

31 — А, 8 = 5 + С, 

гдѣ С произвольная постоянная величина. 
Отсюда 

• F ( P ) = ¥ Е + Г 

Давая 8 комплексный значенія вида х0 -*- іу0, гдѣ ж0 и і/0 нѣ-
которыя вещественный постоянный произвольный величины, получимъ 
окончательно уравненіе, опредѣляющее проекціи въ такомъ видѣ: , 

откуда 

Получилась Ламбертова проекпДя (си. гл. П), которая часто 
называется Гауссовскою коническою проекціею и принята при изо­
бражена Россійской Имперіи. 

Если мы разсмотримъ уклоненіе масштаба, то для него получимъ 

17. Не останавливаясь на случаѣ части шара, ограниченной 
двумя меридіанами *), обратимся къ случаю заданія четыреугольника 
ограниченнаго двумя меридіанами и двумя параллелями. 

Ограничимся разсмотрѣніемъ шара радіуса равнаго единицѣ, ибо 
разсужденія останутся тѣ же и для случая любой поверхности враще-
нія, что слѣдуетъ изъ соображеній § 14 первой главы. Для того чтобы 
воспользоваться обозначеніями третьей главы, будемъ употреблять 
вмѣсто обозначеній и, ѵ картографических* координат* шара буквы 
X и у, причемъ пусть будетъ х Функція широты, а у разность долгот*. 

*) ОТНОСЯЩАЯСЯ КЪ этому случаю выкладки можно найти въ сочикевіи Эй вен­
дора (си. стр. 174). 
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18. Строимъ прямоугольник* G, нредставляющій въ Мерка-
торской проекціи разсматриваемый четыреугольникъ шара между 
двумя меридіанами и двумя параллелями, Возьмемъ центръ этого пря­
моугольника за начало координатъ, причемъ ось ж-овъ расположимъ 
по среднему меридіану Меркаторской проекціи, а ось у-оъъ по средней 
широтѣ. Пусть длины сторонъ прямоугольника будутъ о и а, такъ 
что а есть разность долготъ крайнихъ меридіановъ, а о разстояніе 
между крайними параллелями въ Меркаторской проекціи. 

Обозначая черезъ a разстояніе отъ центра прямоугольника до 
изображеш'я экватора, приводимъ нашу задачу къ нахожденію рѣше-
нія Лапласова уравненія, обращающегося наконтурѣ С въ Функцію 

Нетрудно ввдѣть, что на основаніи § 20 главы III искомое рѣ-
шеніе будетъ выражаться вещественною частью интеграла 

19, Подвергнемъ предварительно подъинтегральную Функцію 
слѣдующимъ преобразованіямъ. 

На основаніи извѣстныхъ соотношеній 
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тогда получимъ окончательно слѣдующее выраженіе: 

Для дальнѣйшихъ разсужденій удобно ввести въ разсмотрѣніе 
Функцію 

Модуль ФункпДи tn г равенъ единицѣ для всѣхъ точекъ кон­
тура С. 

Отдѣляя вещественную часть отъ мнимой, получимъ 
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21. Формула (8) можетъ быть написана въ такомъ видѣ 

Въ первомъ интегралѣ г — s — w

2 , причемъ s принимаетъ всѣ 

вещественный значенія между — у и -ь у . Во второмъ интегралѣ 

г — у -+- is, гдѣ s мѣняется отъ — ~ до -+- у . Въ третьемъ 

г — s-*-~, гдѣ s мѣняется Отъ -+-у"до — ~ . Въ четвертомъ 

£ = — y - » - i s , s мѣняется отъ -+-у до — у . 

22. Первый и третій интегралы могутъ быть соединены въ 
одинъ слѣдующій: 
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24. Выраженіе четвертаго интеграла получается изъ выраженія 
для второго черезъ замѣну к, к' на —к, —к'. 

Нетрудно видѣть, что окончательное выраженіе логариѳма 
масштаба карты, обращающееся въ нуль на границѣ, имѣетъ видъ: 

Нетрудно видѣть, что это выраженіе обладает* всѣми свойствами 
требуемыми условіями задачи. 

Въ самомъ дѣлѣ, внутри четыреугольника 

Ж», Изъ Формулы (9) получается выраженіе логариѳма масштаба 
Гауссовской проекдіи при Ä = 0. 
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Такъ что получаемъ 

отсюда получается слѣдующая Формула логариѳма масштаба Гаус -
совской проекціи: 

26. Формула (9) показываетъ, что изъ всѣхъ значеній масштаба 
на одной и той же параллели наибольшее по абсолютной величинѣ зна-
ченіе соотвѣтствуетъ точкѣ пересѣченія параллели со среднимъ мери-
діаномъ, принятымъ на Меркаторской проекціи за ось ж-овъ. По­
этому, если мы желаемъ сравнить проекцію Чебышева, изображаю­
щую четыреугольникъ, ограниченный двумя параллелями, съ Г а у с -
совскою проекціею, дающею одинаковый масштабъ на разсматри-
ваемыхъ двухъ параллеляхъ, необходимо прослѣдить измѣненіе мас­
штаба вдоль по среднему меридіану. 

Полагая въ Формулѣ (9) у = 0, ? = ? — х, получимъ слѣдую-


